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They said You have a blue guitar’
You do not play things as they are’,
The man replied, *Things as they are
Are changed upon the blue guitar’

W. Stevens (The man with the blue
guitar)
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Préface

Le premier chapitre de ce cours est une introduction a la théorie élémentaire des
groupes. Il part de la définition pour arriver jusqu’au (premier) théoreme d’isomor-
phisme. Il se termine par I’étude du groupe symétrique. J’ai enseigné ce chapitre pendant
plusieurs années a I’université Paul Sabatier ou il m’était demandé de la faire dans un
volume horaire limité a 12 heures de cours et 12 heures de travaux dirigés. Le second
chapitre, portant sur la théorie des anneaux et des corps, se borne a présenter les défi-
nitions et les propriétés élémentaires. Je 1’ai enseigné dans une version précédente du
cours pour laquelle le volume horaire était double. Le contenu est par force tres limité
et tout ce qui commencé est en un certain sens inachevé. Je construit les anneaux Z/nZ,
plus généralement les anneaux quotient, et les anneaux de polyndmes a une indétermi-
née (a coefficients dans un anneau). L’étude s’arréte avant d’aborder la théorie de la
divisibilité. La forme actuelle de ce deuxieme chapitre est encore tres éloignée de celle
qu’elle sera en principe dans le futur.

Les connaissances préalables nécessaires indiquées ci-dessous sont limitées et de-
vrait en principe €tre acquises a 1’issue d’une premiere année d’enseignement supérieur
scientifique.

(i) Vocabulaire de la théorie des ensembles : intersection, réunion, complémentaire,
inclusion de deux ensembles ; diverses maniéeres d’écrire un ensemble. Produit cartésien
d’une famille finie d’ensemble.

(i) Application, composée des applications, injection, bijection, surjection, bijec-
tion réciproque. Caractérisation des bijections d’un ensemble fini dans lui-méme.

(ii1) Arithmétiques élémentaires. Divisibilité, nombres premiers, pgcd, théoreme
fondamental de 1’arithmétique.

(iv) Calcul dans C, forme cartésienne, forme trigonométrique, conjugaison, expo-
nentielle complexe, racines de 1’unité.

(v) Algebre linéaire élémentaire dans R”, calcul matriciel, déterminant.

(vi) Pour certains exercices, tres peu, analyse des fonctions d’une variable réelle
telle qu’enseignée généralement en premiere année d’université.
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Les premiers développements projetés, qui devraient a terme conduire a la version
1.0 de ce texte sont indiqués sur la page desmentions [égales|

Foix, le 29 mars 2011,

Jean-Paul Calvi

Renvois. Lorsque le texte renvoie a un objet (théoréme, section, exercice, etc) du méme chapitre,
seul le numéro de I’objet est indiqué. Par contre si le texte renvoie a un objet d’un autre chapitre,
le numéro du chapitre apparait aussi. Ainsi, si au cours chapitre 2, on renvoie au théoreme 20 du
chapitre 1, on écrira théoreme 1.20. Pour utiliser les liens, il suffit de sélectionner le second, ici
20.

[0.0:: ] [TH 0]
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Introduction a la théorie des groupes

§ 1. LA STRUCTURE DE GROUPE

1.1 Introduction

Le lecteur qui initie la lecture de ce texte a déja un grande familiarité avec de nom-
breuses techniques de composition d’objets mathématiques. Rapidement apres avoir ap-
pris a compter avec les entiers naturels (N) il a aussi appris a les additionner, puis a les
multiplier. 11 a ensuite appris, dans certains cas, a les soustraire et a les diviser. Les diffi-
cultés liées a la division ont par la suite conduit a I’introduction des nombres rationnels
positifs (QT), certainement précédée par celle des nombres décimaux (D) ; tandis que
les difficultés liées a la soustraction ont conduit a I’introduction des nombres négatifs (Z
et Q). On a ensuite mis en évidence I’insuffisance des nombres rationnels, par exemple
en montrant que la longueur de la diagonale d’un carré de c6té 1 ne peut pas étre un
nombre rationnel, et le calcul dans Q a di étre étendu aux nombres réels (R) (sans
qu’aucune construction rigoureuse de R n’ait vraisemblablement été proposée) avant
d’arriver a I’ensemble des nombres complexes (C) probablement construit en imposant
des régles de calculs sur R?, peut-étre avec la motivation de compléter R en sorte que
tous les polyndomes possedent des racines dans 1’extension, ou peut-€tre simplement —
on montre que cela revient au méme — en sorte que le seul polyndme X2 + 1 y posséde
une racine. D’autres opérations fondamentales avec des objets qui n’étaient plus faci-
lement per¢us comme des nombres ont été introduites dans I’étude des mathématiques
élémentaires, la plus importante de toutes étant la loi de composition des applications.
Enfin, des ses débuts a ’université, le lecteur a aussi appris a combiner des ensembles
entre eux pour former leur réunion ou leur intersection, a additionner et a multiplier des
tableaux de nombres appelés matrices, a effectuer des additions modulo 27 sur les me-
sures des angles, possiblement sur des entiers modulo n. L’objet de ce premier chapitre,

0.6.2 Ul
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1. LA STRUCTURE DE GROUPE 5

comme aussi du suivant, est d’étudier les regles de calculs, communes a pratiquement
tous les objets mathématiques que le lecteur a rencontré jusqu’ici, et les propriétés géné-
rales qui en découlent. Un tel ensemble de regles s’appelle une structure algébrique.
L’étude de ces structures permettra d’abord de mieux analyser les réflexes de calculs
acquis apres des années d’expérience. Surtout, le recul que procure le travail dans un
cadre plus abstrait facilitera la découverte de nouvelles propriétés d’objets connus de-
puis longtemps[]; il suggérera, souvent par analogie, 1’étude de nouveaux objets.

1.2 Lois internes

Soit E un ensemble non vide. Une application * de E x E dans E s’appelle une
loi interne ou parfois une opération. Si a et b sont dans E alors I’image du couple
(a,b) par * n’est généralement pas notée *(a,b) comme c’est I’'usage avec la plupart
des applications mais plutot a x b. Nous parlons de loi interne (a E) parce qu’avec deux
éléments de E nous fabriquons un troisieme élément de E. Les opérations de 1’algebre
élémentaire + et x sont des lois internes sur Z. La division est une loi interne sur Q*.
L’addition et la multiplication des matrices sont des lois internes sur 1’ensemble des
matrices carrées d’ordre n, M,(R). L’élément a * b s’appelle le produit de a par b ou,
s’il faut étre précis, le x-produit de a par . Chacun des éléments a et b est un facteur
du *-produit a * b.

1.3 Associativité et commutativité d’une loi interne

[associativité est une propriété qui regarde la répétition d’une opération et la com-
mutativité, I’ordre dans lequel elle est effectuée. Soit * une loi interne sur E. Nous dirons
que

(i) * est associative si quels que soient a, b, ¢ € E, nous avons (a*b)xc =ax* (bxc).
(i1) * est commutative si quels que soient a, b € E, nous avons a b = bx*a.

[’addition dans Z et la multiplication dans R sont a la fois commutatives et asso-
ciatives. La propriété d’associativité est essentielle. Les lois non associatives ont tres
peu d’intérét en mathématiques ; cependant il n’est pas difficile d’en construire. Voici
un exemple de loi non associative :

Q* x Q@+ — Q*F
* : 1 -
(x,¥) — o

En effet,
1 1
et xx(yxz)= :

1 Y
T2 X+

(o y)xz=

*. Ce travail de syntheése n’a rien a voir avec le cheminement historique qui conduit aux fondement
de la théorie des groupes et que nous discuterons sommairement a la partie[?}

[1.3:: 1] [TH O]
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et les deux quantités en général ne coincident pas (par exemple pourx=1,y=2,z=2
nous trouvons (xx*y)*xr=3/7 etxx(yxz) =4/5). Remarquons que cette loi est commu-
tative et nous verrons par la suite de nombreux exemples de lois associatives qui ne sont
pas commutatives. Cela montre que les propriétés d’associativité et de commutativité
sont indépendantes — ’une peut étre vérifiée sans que I’autre le soit.

E. 1. La soustraction dans Z, la division dans R* et I’exponentiation dans R*" (x*y := x”)
sont-elles des lois associatives ? Nous verrons plus loin qu’il est plus utile de considérer la sous-
traction dans 7Z et la division dans R* dans leurs rapports respectivement a 1’addition et a la

s: p.[T07) multiplication plutot que comme des lois internes a part entiere.*!

1.4 A quoi servent I’associativité et la commutativité ?

Si nous voulons former des produits avec quatre éléments a, b, ¢ et d en utilisant une
loi interne quelconque *, il y a a priori cinq possibilités :

(i) (i) (i) (iv) (v)
ax((bxc)xd) | ax(bx(cxd)) | (axb)*(cxd) | (a*x(bxc))xd | ((axb)*c)xd "~

Or si la loi est associative, chacun de ces cinq calculs donne le méme résultat. Mon-
trons par exemple que (i)=(iv). Posant L = b xc,

(i)=ax((bxc)xd) =ax(Oxd) asgoe. (ax0O)xd = (ax(bxc))xd = (iv).

Puisque le résultat est le méme quel que soit le placement des parentheses il est in-
utile de les employer et nous pourrons simplement écrire, sans introduire de confusion,
axbxcxd. Insistons sur le fait que ceci n’est qu une simplification d’écriture. S’il faut
effectuer concrétement le calcul de a x b x ¢ * d, nous devrons bien décider d’un paren-
thésage, c’est-a-dire un placement de parentheses spécifique, parce que les calculs ne
peuvent s’effectuer que deux par deux. En utilisant une démonstration par récurrence,
la propriété indiquée ci-dessus est étendue au cas d’un produit de n éléments, n > 3.

THEOREME 1. — Lorsque la loi % sur E est associative, nous pouvons écrire les pro-
duits sans qu’il soit nécessaire de placer les parenthéses (autrement dit, le résultat ne
dépend pas de la maniere dont celles-ci sont placées). En particulier, pour a € E et
n € N*, nous pouvons définir
dt:=axax---*xa, (1.1)
n fois

et les relations suivantes sont vraies

{a”*am = d""" pn,mécN*

(an)m — anm n.me N* ‘ (1'2)

Enfin, si, en plus d’étre associative, la loi * est aussi commutative les éléments de ap *
ap x --- x a, peuvent étre permutés de maniere arbitraire sans modifier le résultat. En

[TH 1]

0.6.2 Ul
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particulier,
(apxap*---xay)" =dl'xdy *---xa), meN. (1.3)
Démonstration. Les points non déja vus se vérifient immédiatement. [ |

La notation a" dont les formules montrent tout ’intérét ont cependant 1’incon-
vénient de faire disparaitre la mention a la loi utilisée, ce qui peut créer des confusions
quand nous travaillons avec différentes lois sur un méme ensemble.

Les notions d’associativité et de commutativité ne sont pas anodines. Un calculateur
expérimenté — comme I’est nécessairement tout lecteur de ce cours — établit tres rapi-
dement I’égalité —5+ 128 + 15 —38 = 100, si rapidement méme que les transformations
qu’il effectue cessent d’€tre conscientes. Il regroupe probablement les termes comme
suit =5+ 128 +15—-38 — ((—=5+15) + 128 —38) — (10+ 128) — 38 — (138 — 38),
et chacune de ces transformations utilise la commutativité ou I’associativité de 1’ad-
dition. Si ces transformations sont évidentes au point d’en devenir inconscientes pour
le calculateur expérimenté, il n’y a aucune raison qu’il en soit de méme pour un dé-
butant. L’étude des notions d’associativité et de commutativité dans un cadre abstrait
permet de dés-automatiser leur utilisation quand nous les employons dans I’arithmé-
tique élémentaire et de mieux comprendre les difficultés de ceux que leurs intéréts et
leurs dispositions naturelles ne conduiront jamais a lire un cours comme celui-ci.
HISTOIRE 1. — Les notions d’associativité et de commutativité ci-dessus ont été définies par W. Hamil-
ton (1788-1856) au moment ol il inventa les quaternions, en 1846. Le fait de devoir définir ces propriétés

ne pouvait apparaitre qu’une fois compris le concept fondamental d’opération (de loi interne). Notons
I’apparition relativement récente de ce concept.

1.5 Elément neutre pour une loi interne

Soit * une loi interne sur un ensemble (non vide) E. Nous dirons qu’un élément
e € E est élément neutre pour * (ou de %) si quel que soita € E, axe =e*xa = a.

Par exemple, 0 est élément neutre de 1’addition dans N, 1 est élément neutre de la
multiplication dans R*. La division dans R* n’admet pas d’élément neutre.

THEOREME 2. — Une loi interne admet au plus un élément neutre.

Démonstration. Supposons que e et ¢’ soient éléments neutres de *. D’un coté ex e’ = ¢/
car e est élément neutre et de I’autre ex e’ = e car ¢’ est élément neutre ; d’oie =¢'. W

1.6 Définition d’un groupe

Un ensemble G muni d’une loi interne * est appelé groupe si :

(1) Laloi * est associative et admet un élément neutre, souvent noté ¢ — ou, s’il faut
préciser, eg.

(ii) Pour tout g € G, il existe un élément y € G, appelé élément symétrique de g tel
que gxy=y*xg=e.

[1.6::1] [TH 2]
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Nous parlons alors du groupe (G, %) ou — lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi
* — simplement du groupe G. Lorsque la loi * est commutative, nous disons que (G, %)
est un groupe commutatif ou encore un groupe abélien en hommage au mathémati-
cien norvégien Niels Abel (1802-1829) qui se servit du groupe S,, (voir dans ses
travaux sur la résolution des équations polynomiales par radicaux. Lorsque G contient
un nombre infini d’éléments, G est dit infini. Dans le cas contraire, nous disons que
G est fini. Le cardinal, c’est-a-dire le nombre d’éléments, d’un groupe G, aussi appelé
ordre, est noté card(G) ou o(G) ou |G|. Dire qu’un groupe est fini est donc équivalent
a dire qu’il est d’ordre fini.
E. 2. La loi de composition o est une loi interne sur I’ensemble des applications de R dans
R noté .Z(R). Soit f € .7 (R) montrer que s’il existe g € % (R) telle que fog = Id alors f
est surjective. Trouver un exemple de fonction f pour laquelle une telle fonction g existe mais

s:p.[07 go f #1d. $:2

1.7 L’élément symétrique

Nous ne pouvons pas parler d’élément symétrique sans disposer au préalable d’un
élément neutre. La propriété (ii) de la définition d’un groupe requiert seulement 1’exis-
tence d’un élément symétrique. En réalité, comme 1’annonce 1’emploi de I’article défini
dans le titre de ce paragraphe, un élément symétrique, s’il existe, ne peut tre qu’unique.
En effet, supposons que y et Y’ soient éléments symétriques de g € G de sorte que nous
ayons a la fois gxy =yxg =e et gxy =y x g = e. Nous avons

(gxy)=e
= Y x(g*xy) =)y *e (multiplication pary’ a gauche)
= (Yxg)xy=) (utilise * associative et e neutre)
= exy=y (car y’ est symétrique de g.)
= y=y (car e élément neutre).

Nous avons montré, en particulier, le théoréme suivant.

THEOREME 3. — Dans un groupe tout élément admet toujours un unique élément
symétrique.

Cette unicité permet d’attacher une notation particuliere a 1’élément symétrique.
L’unique élément symétrique de g sera noté en général g~ ! (voir cependant ci des-
sous). Les quelques propriétés qui suivent sont fondamentales et systématiquement em-
ployées dans les calculs.

(i) e~! = e. L’élément neutre est son propre symétrique.
(ii) Pourtoutg € G, (g7 1) 1 =g.

/—

(iii) Pour tous g,g' € G, (g*g )~ ' = ¢V x g7\, Le symétrique d’un produit est le

produit inverse des symétriques.

[TH 3]

0.6.2 Ul
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(iv) Plus généralement, si g; € G,i=1,..., n, nous avons
(182 xgn) ™' =gy ' wgy ko xgy (1.4)
En particulier, (g")~! = (¢7!)", n € N*. Posant
g =", neNq (1.5)

il est possible de parler de g lorsque m est un entier négatif. Si nous convenons encore
que g” = ¢, la notation g” prend un sens pour tout m € Z. Dans ces conditions, les
relations suivantes sont valides :

¢"xg" =g et (g")" =g"™ m,m €L (1.6)

Chacune des propriétés ci-dessus mérite une démonstration. Elles sont tres simples. Le
lecteur s’entrainera utilement 2 les rédiger.>

E. 3. Soit (G, ) un groupe. On définit une loi interne ¥ sur G par a¥b := a*b~! ot b désigne
le symétrique de b pour la loi *. Lorsque (G,*) = (Z,+), * n’est autre que la soustraction et
lorsque (G, *) = (R*,-), % est la division. Montrer que (G, %) n’est jamais un groupe.

NOTE 1. — La soustraction ne nait pas de la maniére dont elle présentée dans 1’exercice. Le résultat de
la soustraction de a — b est semble-t-il congu et en tout cas appris comme ’'image de a par 1’opération

qui est I’opérateur réciproque de 1’opérateur lequel associe a nombre a le nombre a+ b. Une
remarque similaire vaut pour la division.

1.8 Exemples de groupes

(1.8.1) Le cercle unité (U,-). C’est I’ensemble des nombres complexes de module 1
muni de la multiplication des nombres complexes : U= {z € C: |z| = 1}. Nous avons
z=a+ibeU < a®+b*=1letz€ U <= z=¢" pourun 6 € R. L’élément neutre
de (U,-) est 1. Le symétrique de z est son conjugué Z. C’est un groupe abélien infini.

(1.8.2) Les entiers relatifs (Z,+), I’ensemble des entiers relatifs muni de I’addition
(habituelle). 1 élément neutre est 0, le symétrique d’un élément est son opposé. C’est
un groupe abélien infini.

(1.8.3) Les racines n-ieme de ’unité : (U,,-) ou n € N*. C’est I’ensemble des nombres
complexes satisfaisant 7" = 1 muni de la multiplication habituelle des nombres com-
plexes. Nous avons

2ikm
Un:{eT :k:O,l,...,n—l}.

L’élément neutre est 1. (Uy,,-) est un groupe abélien fini, contenant n éléments. For-
mons la table de Us. Juste comme les tables d’addition ou de multiplications étudiées a
I’école élémentaire, une table de groupe (fini) est un tableau qui fait apparaitre toutes
les opérations possibles entre deux éléments d’un groupe fini G. Si ce groupe contient

[1.8:: 1] [TH 3]

s:p[I07
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2ikm

n éléments, la table comportera n” résultats. Posant g j=e s pour j=0,1,2,4¢et4,la

table de (Us,-) est donnée par

180|818 83|84
80|80 |81]82|83|84
8181 |82]83|84|80
8218283848081
83|83 84|80 81|82
84 |84 80|81 |82|83
Dans la premiere case la fleche est mise pour indiquer le sens de lecture du tableau.
Dans ce cas, le groupe étant commutatif nous aurions obtenu le méme tableau en in-
versant la direction de la fleche. La commutativité du groupe apparait sur le tableau a
travers la symétrie par rapport a la diagonale principale. Remarquons aussi que les résul-
tats se répetent a chaque ligne avec un décalage. Ce phénomene est typique des groupes
dit cycliques qui sont étudiés dans et dont U, est un exemple particulier important.
Enfin le fait que chaque élément du groupe apparait une fois et une seule sur chaque
ligne et chaque colonne de résultats sera facilement expliqué par qui traitera 1’exercice
suivant.

E. 4. Soient G, un groupe et g € G. Montrer que les applicationx € G — gxxetx € G — x*g
sont des bijections. Que peut-on en déduire sur les lignes et colonnes de la table d’un groupe
s: p.I07] fini. %
Notons que les regles de simplifications axx =a*xy = x=yetx*xa=yxb —
x =y sont toujours valables.

(1.8.4) L’ensemble (GL,(K),-) des matrices inversibles a n lignes et n colonnes a coef-
ficients dans K = C, R ou Q, muni de la multiplication des matrices. L' élément neutre
est la matrice identité. L’élément symétrique est la matrice inverse. Lorsque n = 2,

_fa b 1 d —b
M_(C d) — M _ad_bc(_c )
Dans le cas général (n > 2), I'inverse de M est donné par la transposée de la coma-
trice de M divisée par le déterminant de M,

~1 1 T
M = m(comatA) , (1.7)
ou (.)T indique la transposée et comat(M) est la matrices de coefficient (i, j) est donnée
par (—1)"*/ multiplié par le déterminant de ma matrice obtenue en omettant la i-&me
ligne et la j-ieme colonne. La formule n’a pas d’intérét pratique pour le calcul de
I’inverse mais elle est utile pour résoudre des questions théoriques sur I'inversion de
matrices et sur les déterminants.
GL,(K) est un groupe non abélien (dés que n > 1) infini.

[TH 3]

0.6.2 Ul


http://jeanpaulcalvi.com/univ.html

JEANPAULCALVI.COM/UNIV

1. LA STRUCTURE DE GROUPE 11

(1.8.5) Les bijections d’un ensemble dans lui-méme : (S(Q),0). Q est un ensemble
quelconque non vide et S(Q) est I’ensemble des bijections de Q sur Q muni de la loi de
composition des fonctions. L’ élément neutre est I’application identité, le symétrique est
la bijection réciproque. C’est un groupe infini lorsque € est infini et il a pour cardinal n!
lorsque Q est formé de n éléments. Il est non abélien dés que card(Q) > 2. Lorsque Q =
{1,2,...,n} le groupe est habituellement désigné par S,,. C’est un groupe trés important,
appelé le groupe symétrique. 11 sera étudié en détails a la section

(1.8.6) L’ensemble des isométries affines du plan euclidien (orienté) P : (Is(P),0). Il
est muni de la composition des fonctions. C’est un groupe infini non abélien contenant
en particulier les translations (de vecteur u, ¢,), les rotations (de centre A et d’angle 0,
Ry ), les réflexions ou symétries orthogonales (d’axe D, SD)EI:

/ M" = Ra)(M) M S M
2 D

0
M M
m O
M' = t, (M) A
— — D est la médiatrice
1 _ ! AN
MM'=u AM =AM’ et (AM,AM') =6 des points M et M’
(Translation (Rotation de centre A P ,
de vecteur u) et d’angle ) (Réflexion d’axe D)

L’¢élément neutre est 1’application identité. Le tableau ci-dessous donnent les symé-
triques des éléments les plus intéressants de Is.

—1
ff
translation de vecteur u t, t_y
rotation de centre A et d’angle 6 Rap Ra ¢
symétrie orthogonale d’axe D Sp Sp

Le cas des symétries orthogonales montre qu’il est tout a fait possible qu'un élément
différent du neutre soit égal a son symétrique.

*. Les seules isométries planes manquantes, sont les réflexions glissées.

[1.8:: 1] [TH 3]
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(1.8.7) Produit direct de deux groupes. Soient (Gy,*1) et (Ga,*2) deux groupes. Une
loi interne * sur (G| X G,) est définie par la relation suivante :

(81,82) * (81.85) = (81 %1 81,82 %2 85).

Alors (G X Gp,*) est un groupe, appelé le produit direct de (Gy,*;) par (Go,*2).
Nous avons

—1 -1 -1
G xG, = (€G,,€6,) et (g1,82)" = (81,8 )-
s:p.[07 E. 5. Dresser la table du groupe U, x U,. 8:3

Nous pouvons généraliser la construction en faisant intervenir n groupes au lieu de
deux. Lorsque tous les groupes coincident, nous notons

GxGx--xG=G"

n fois

et la loi de G" est généralement (abusivement) notée comme celle de G

(81,82, - 8n) * (81, 855 &) = (81%81,82%8h, -+, 8n* &)

Un exemple particulierement important est le groupe (Z", +) tandis que (R",+) est sans
doute déja familier au lecteur.

E. 6. Soit X un ensemble et (G, *) un groupe. Montrer que 1’ensemble des fonctions de X dans
G, noté .7 (X,G) est un groupe lorsqu’on le munit de la loi *x définie pour f,h € F(X,G)
par la relation (f *x h)(x) = f(x)*h(x), x € X. Expliquer pourquoi cette construction est une
généralisation du produit direct G X G X --- X G ? Voir aussi 1’exercice

NOTE 2. — Nous parlons de produit direct par opposition a une autre construction plus générale et moins

élémentaire obtenue a I’aide de deux groupes qui s’appelle le produit semi-direct et qui sera étudiée en
exercice.

1.9 Notation additive et notation multiplicative

Tres souvent, pour une simple question de commodité d’écriture, toutes les lois sont
notées de la méme maniere, généralement avec un point "-" — de sorte que 1’on écrit
g-& plutdt que g+ g’, gog’ etc, et, comme nous le faisons couramment avec le produit
habituel dans R ou C, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, le point aussi est omis.
Nous écrivons alors gg’ plutot que g - g’. Dans ce cas (notation point ou notation vide)
nous disons que nous utilisons une notation multiplicative. Lorsque le groupe est abé-
lien, le loi est plus souvent notée avec un "+" : c’est la notation additive. Dans ce cas,
le symétrique d’un élément g n’est plus noté g~ ! mais —g et I’écriture de g+ (—g’) est
abrégée en g — g’. La notation g" devient ng et les relations sont transformées en
accord avec cette nouvelle convention. Ces conventions nécessitent une attention soute-
nue lorsque plusieurs groupes entrent en jeu et que des mémes notations sont employées

[TH 3]
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pour désigner des lois différentes. S’ agissant ici d’un cours d’introduction qui s’adresse
par définition a des lecteurs peu expérimentés, nous essaierons, dans cette premiere par-
tie, de garder des notations différentes pour des lois différentes.

NOTE 3. — Dans le cas d’un groupe abélien dans lequel nous utiliserions une notation multiplicative,
il ne serait pas interdit d’utiliser la notation x/y pour xy~! puisque, la formule (x/y)(x’/y") = (xx')/(yy')
serait valable (voir I’exercice ci-dessous). Cette convention n’est généralement pas employée quand on
consideére seulement des groupes mais 1’idée sera reprise dans 1’étude des corps, voir[[I{2.2]

E.7. Soit (G,) un groupe abélien. On note x/y := xy~! Montrer que (x/y)(*'/y') = (xx')/(»y').

E. 8. Relire ’ensemble des formules de cette partie et étudier s’il faut les modifier dans le cas
ol une notation additive est employée.

1.10 A propos de la définition d’un groupe

Un ensemble G munit d’une loi interne associative est parfois appelé un semi-
groupe. Si un semi-groupe admet un élément neutre pour sa loi, il devient un monoide.
La définition de groupe donnée ici au paragraphe [[.6] est redondante : certaines des
propriétés imposées découlent des autres. Ceci fait 1’objet de 1’exercice [9] ci-dessous.

E. 9. Soit (G,*) un ensemble non vide muni d’une loi interne associative. On suppose qu’il
existe dans G un élément e satisfaisant les deux propriétés suivantes :

(i) Pourtouta € G,exa=a;

(ii) pour tout a € G, il existe un élément a’ € G tel que @’ xa = e.

Montrer que (G, *) est un groupe.

La définition utilisant le nombre d’axiomes minimal est celle qui se déduit de I’ exer-
cice : on appelle groupe un ensemble non vide muni d’une loi interne satisfaisant les
deux conditions de I’exercice. Cette définition minimale est donnée dans le traité d’al-
gebre de van der Waerden (1931) qui a eu une une influence considérable sur 1’ensei-
gnement de 1’algebre moderne, et aussi, par exemple, par Zariski et Samuel (1958). Ces
auteurs, influencés par la philosophie dominante de leur époque, recherchaient la pré-
sentation la plus épurée sur le plan logique. L’auteur de ce texte comme aussi Kostrikin
(1981), Kargapolov & Merzliakov (1985) et la plupart des auteurs modernes choisissent
au contraire les définitions qui leur semblent les plus naturelles, les plus aisément mé-
morisables par les lecteurs auxquels ils s’adressent, y compris si ces définitions ne sont
pas logiquement minimales, et ils rejettent la construction de définitions plus écono-
miques en exercice, comme il est fait ici. Pour une présentation sommaire de la genese
de la définition d’un groupe abstrait, nous renvoyons a la section 9]

[2.1:: 1] [TH 3]
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§ 2. SOUS-GROUPES

2.1 Définition et notations

Un sous-groupe est un groupe a I'intérieur d’un groupe et qui utilise la méme opé-
ration que celui-ci. La définition précise est la suivante. Soient (G, *) un groupe et H un
sous-ensemble non vide de G. Nous disons que H est un sous-groupe de G si les deux
conditions suivantes sont vérifiées.

(i) Pourtousx,y € H,xxyc H
(i) Pourtoutx € H,x ' € H

Cela signifie que la restriction de x a H X H — que nous notons encore * mais qu’il
faudrait en toute rigueur désigner par *y voire *y,y — donne une loi interne de H
et que (H,x) est alors lui-méme un groupe. En d’autres termes un sous-groupe H est
un sous-ensemble d’un groupe (G,*) qui est fermé pour 1’opération * ainsi que par
I’application qui a tout élément associe son symétrique.

Le sous-ensemble N de Z satisfait la premiere condition ci-dessus mais pas la se-
conde.

s:p.lo7 E. 10. Trouver un sous-ensemble de Z qui vérifie la seconde condition mais pas la premiére. 56

Les deux conditions (i) et (i1) peuvent étre regroupées en une seule.

THEOREME 4. — Soit H un sous-ensemble non vide de G. Pour que H soit un sous-
groupe de G il faut et il suffit que

(iii) quels que soientx,y € H,xxy~' € H.

s:p.l07] Démonstration. 1l est évident que les conditions (i) et (ii) entrainent (iii)*’. Montrons
que, réciproquement, la seule condition (iii) entrainent a la fois (i) et (ii). Puisque H # 0,
il existe 1 € H. Appliquons (iii) avec x = y = h. Nous obtenons hxh~! € H donc e € H.
Appliquons maintenant (iii) avec x = eg. Puisque eg * y~! =y~ nous obtenons (ii).
Enfin, prenant x,y € H, nous avons par (ii) qui vient d’étre établi y~' € H et appliquant
(iii) avec y~! a la place de y il vient x* (y~!)~! € H c’est-a-dire x*y € G qui donne
). [ ]

La notation H < G est employée pour dire H est sous-groupe de G. Lorsque la
possibilité que H soit égal a G est exclue nous écrivons H < G.

Insistons sur le fait que pour montrer qu’un sous-ensemble H de G est un sous-
groupe de G, il faut d’abord s’assurer qu’il est non vide.

E. 11. La vérification que H est non vide n’est pas anodine. Un étudiant qui I’ omettrait pourrait
s:p.l07] arriver 2 la conclusion que {x € R : expx = 0} est un sous-groupe de (R, +). Pourquoi ? %3

[TH 4]
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Nous avons vu dans la démonstration du théoréme 4] qu’un sous-groupe H contient
toujours 1’élément neutre eg. L’ensemble réduit a I’élément neutre forme d’ailleurs tou-
jours un sous-groupe. Un sous-groupe H de G qui est différent a la fois de G lui-méme
et de {eg} s’appelle un sous-groupe propre.

E. 12. (R,+) admet-il des sous-groupes finis propres ? %

2.2 Exemples de sous-groupes

(2.2.1) Sous-groupes de (C,+). Nous avons Z < Q <R < (C,+).
E. 13. Montrer que I’ensemble D des nombres décimaux est un sous-groupe de (R,+).
Rappelons que D = {n/10™ : (n,m) € Z x N*}.

(2.2.2) Sous-groupes de (Z,+). Soit m € N*. Nous avons mZ < (Z,+) ot mZ = {mr :
r € Z} est I’ensemble des (entiers relatifs) multiples de m. Réciproquement,

THEOREME 5. — Tout sous-groupe G de (Z,+) est de la forme G = mZ pour un certain
m € N (dépendant de G).

Démonstration. Soit G un sous-groupe de (Z,+). Nous devons établir I’existence d’un
entier positif m tel que G = mZ. Traitons d’abord le cas ou G est réduit a 1I’élément
neutre, i.e. G = {0}. Dans ce cas nous avons bien évidemment G = mZ en prenant
m = (. Supposons maintenant que G ne soit pas réduit a I’élément neutre, il existe alors
g € G avec g #0. Puisque G < Z, g € G = —g € G et nous sommes donc silirs que
G contiendra un élément strictement positif, autrement dit G\ N* # (. Prenons alors m
comme le plus petit élément de G N\ N*. Puisque m € G et que G est un sous-groupe,
km =m-+m+---+m € G. Toujours grace au fait que G soit un sous-groupe, —m € G
puis —km = (—m) + (—m) +- -+ (—m) € G si bien que mZ C G. Montrons maintenant
que G C mZ. Prenons g un élément quelconque de G. C’est un entier que nous pouvons
diviser par m pour obtenir une expression g = gm +r ou r est le reste (0 < r < m).
Comme gm € G, r = g —gm € G. Comme en outre 0 < r < m et m est le plus petit
entier (strictement) positif dans G, la seule possibilité est que r soit €gal a 0. Retournant
a I’expression de g, il vient g = gm € mZ d’ou nous déduisons G C mZ et finalement,
par double inclusion, G = mZ. [ |

E. 14. Soient m et n deux entiers positifs. A quelle(s) condition(s) mZ est-il un sous-groupe de
(nZ,+) ? Déterminer I’ensemble des sous-groupes de (nZ,+).

THEOREME 6 (Bézout). — Soient m et n deux entiers non nuls. Définissons mZ + nZ, —
{am+bn : (a,b) € Z*}. Nous avons

mZ+nZ = pged(m,n)Z (2.1)

ou pged(m,n) désigne le plus grand commun diviseur de m et de n.

[2.2:: 1] [TH 6]
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Démonstration. Montrons d’abord que mZ + nZ est un sous-groupe de Z. En effet, ¢’est
un ensemble non vide et six =aym—+b —1n € mZ+nZ ety = aym—+ byn € mZ + nZ
alors x—y = (a; —az)m+ (by — by)n € mZ+ nZ. D’apres le théoréme [3] il existe donc
d € N tel que mZ + nZ = dZ. Notons maintenant D le plus grand commun diviseur[]
de m et n. Puisque m = sD et n = s'D, nous avons am + bn = (as + bs')D de sorte que
tous les éléments de mZ + nZ sont multiples de D, autrement dit mZ + nZ C DZ, ou
encore dZ C DZ qui entraine que D divise d. D’autre part puisque a et b sont éléments
de mZ + nZ = dZ, I'entier d divise a la fois m et n, il divise donc D. Les relations d|D
et D|d donnent d = DEI, ce qu’il fallait établir. |

Découle du théoreme, 1’identité de Bézout qui affirme qu’il existe toujours u,v € Z
tels que

mu+ nv = pged(m,n). (2.2)

Notons aussi que les entiers m et n sont premiers entre eux si et seulement si mZ +nZ, =
Z.. La condition nécessaire et suffisante pour que cette condition soit vérifiée est qu’il
existe u,v € Z tels que nu+mv = 1. En effet, si mZ +nZ = 7Z, I’ existence d’un tel couple
(u,v) est évidente. Réciproquement, si (u,v) existe alors mZ + nZ est un sous-groupe
de la forme kZ qui contient 1. Cela force k = 1 et pged(m,n) = 1.

s:p.[07 E. 15. Soient m;, i =1,...,k, k entiers non nuls. Que vaut m\Z +myZ+ - - - +mZ? s:10
Le corollaire suivant est souvent appelé lemme de Gauss.

COROLLAIRE 7. — Soient &, 3 et y trois entiers non nuls. Si & divise le produit By et
o et B sont premiers entre eux alors a divise .

Démonstration. Puisque o et B sont premiers entre eux, nous avons pged(o, f) = 1 et
I’identité de Bézout ci-dessus assure I’existence de deux entiers u et v tels que uct +vf3 =
1. En multipliant 1’égalité par ¥, nous obtenons uay + vy = 7. Puisque o divise B, il
divise aussi uoy+ vB7y qui n’est autre que . C’est ce qu’il fallait établir. [ |

s:pJl07 E. 16. Les entiers (u,v) satisfaisant I’identité de Bézout sont-ils uniques ? 5!

(2.2.3) Sous-groupes de (C*,-). Soit n € N* : Q*" < Q* < R* < (C*,-) mais aussi
U, <U< (C,.).
NOTE 4. — Rappelons que, d’une maniére générale, lorsque X = N, Z, Q, R, C, X* désigne X/{0}.

Dans I’étude des anneaux on utilisera la notation A* qui représente, en général, un ensemble de nature
différente, voir 2.1} {1

*. Par convention, le plus grand commun diviseur de deux entiers non nuls quelconques est toujours
positif.

t. Les relations d|D et D|d en général donnent d = D ou d = —D mais ici les deux nombres sont
positifs et le seconde alternative est impossible.

[TH 7]
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(2.2.4) Soit n € N*,
GL,(Q) < GL,(R) < (GL,(C),").

Des sous-groupes beaucoup plus importants seront étudiées dans plusieurs chapitres de
ce cours. Quelques exemples sont considérés dans 1’exercice [S0}

(2.2.5) Sous-groupes des bijections du plan dans lui-méme. Nous avons
T <Is(P) < (S(P),0)

ou T I’ensemble des translations du plan euclidien. Pour montrer que T < Is(P), il suffit

d’observer t— ot =t .
u Y u-+v

(2.2.6) Sous-groupes du groupe des isométries du plan euclidien. %4 < (Is(P), o) ol
Z4 I’ensemble des rotations de centre A du plan euclidien. Cela provient de la relation
TA,0OCTA, 0 = TA,0+6'-

Les chalnes de sous-groupes sont parfois représentées sous la forme d’un arbre
comme celui ci-apres qui correspond aux exemples [(2.2.5)) et[(2.2.6)).

S(P)

Is(P) (2.3)
T R

E. 17. Construire un arbre dont le sommet soit (C,+).

(2.2.7) Si A} est un sous-groupe de (G1,*) et A, un sous-groupe de (G,,0) alors A} X Ay
est un sous-groupe du produit direct G| X G».

§ 3. MORPHISMES

3.1 Introduction

L’algebre élémentaire est pleine d’applications qui se comportent de la maniere
la plus simple possible dans leurs rapports avec I'une au moins des opérations élé-
mentaires que sont 1’addition et la multiplication des nombres réels. Le lecteur sait
par exemple que lorsque x et y sont des réels quelconques (xy)> = x?y?, s’ils sont
positifs |/xy = \/x,/y ou, dans tous les cas, [xy| = |x|[y|; il connait des relations si-
milaires pour les applications x — x%, d’autres, plus difficiles 2 mémoriser, comme

[3.1:: 1] [TH 7]
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In(ab) = In(a) + In(b) ou sa complémentaire exp(a + b) = exp(a)exp(b), ou encore,
dans un domaine différent, det(AB) = detA det B. Ce type de relation facilite grandement
les calculs et c’est pourquoi elle sont enseignées en priorité chaque fois qu’elles existent.
Les applications qui les satisfont comme ci-dessus 1’élévation au carré, la racine carrée,
la valeur absolue, le logarithme, 1’exponentielle ou 1’application déterminant sur 1’en-
semble des matrices sont appelés des morphismes (une définition précise est donnée
plus bas). Le mot est construit sur la racine grecque morph qui signifie forme. Les
morphismes respectent, en un certain sens, la forme des quantités auxquelles ils s’ap-
pliquent. Les mathématiciens professionnels recherchent ces morphismes chaque fois
qu’ils ont a travailler avec un ensemble muni d’une loi interne et, dans la plupart des
cas, ils sont capables de décider en un clin d’oeil si une application donnée satisfait ou
non cette propriété. Les étudiants ont exactement le méme intérét que les professionnels
pour les morphismes, simplement ils ont souvent tendance a transformer en des mor-
phismes des applications qui ne le sont pas. Ainsi, par exemple, peuvent-ils écrire au
college [!] (x+y)? = x> +y? [!] lorsque x et y sont dans R comme simple extrapolation
de la relation (xy)? = x>y? ou, a I'université [!] det(A + B) = detA 4 detB [!] lorsque A
et B sont des matrices d’ordre > 2, deux relations également insensées. L’ objet de cette
partie est d’étudier les propriétés des morphismes des lois de groupes et de mettre en
évidence leur intérét dans 1’étude des groupes eux-mémes.

3.2 Definition

Soit (G, ) et (G',0) deux groupes et ¢ une application de G dans G' : ¢ : G —
G'. Nous disons que 1’application ¢ est un morphisme de groupe (ou simplement un
morphisme) lorsqu’elle vérifie

o(axb) =@(a)o@(b), a,beG. 3.1

Autrement dit, ¢ est un morphisme si l’image d’un quelconque x-produit est le o-produit
des images.
Il y a une terminologie assez sophistiquée pour décrire divers types de morphismes.

D’abord, les morphismes sont aussi appelés homomorphismes. L’ensemble des mor-
phismes de G dans G’ est noté Hom(G,G’). Lorsque le groupe de départ et le groupe
d’arrivée sont les mémes, le terme endomorphisme est employé et I’ensemble des en-
domorphismes est noté End(G) de sorte que End(G) = Hom(G, G). Un morphisme bi-
jectif est un isomorphisme. Enfin, un isomorphisme de G dans lui-méme s’appelle un
automorphisme ; I’ensemble des automorphismes de G est noté Aut(G) si bien que
Aut(G) = End(G)NS(G).

s:pI07 E. 18. L’ensemble Hom(G,G') peut-il étre vide ? %12

s:pI07 E. 19. Montrer que si f € Hom(G,G') et g € Hom(G',G") alors go f € Hom(G,G"). 513

NOTE 5. — Sont aussi employés dans la littérature les terme de monomorphisme pour désigner un
morphisme injectif et celui d’épimorphisme pour un morphisme surjectif. Nous ne ferons pas appel a ce

[TH 7]
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vocabulaire dans ce cours. La préposition sur est souvent employée devant I’ensemble d’arrivée lorsque
I’application est surjective. Si f : A — B est surjective, f est une surjection de A sur B. La méme
convention vaut pour les bijections qui ne sont que des surjections particulieres.

THEOREME 8. — Si ¢ : G — G’ est un isomorphisme alors I’application réciproque
¢~ : G' = G (qui existe puisque ¢ est bijective) est elle-méme un isomorphisme.

Démonstration. Si x,y € G alors, puisque @ est bijective, il existe a et b dans G tels
que @(a) =xet (b) =y. De plus,

xoy=@(a)op(b) = @(axb)

car ¢ est un morphisme. Il suit que

¢~ (xoy) =97 (plaxb)) =axb=¢ ' (x)x@~'(y). =
COROLLAIRE 9. — Aut(G) est un sous-groupe de (S(G), o).

Démonstration. Aut(G) est un sous-ensemble non vide de S(G) car I’application iden-
tité est élément de Aut(G). De plus si f, g € Aut(G) alors f o g est encore un morphisme
de G de G et aussi une bijection de G sur G comme composée de deux bijections de G
sur G. Enfin si f € Aut(G) alors f~! € Aut(G) par application du théoréme précédent
(avec G = G). [ |

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G’, nous disons que G et G’ sont iso-
morphes et notons G ~ G'.

THEOREME 10. — L’image de I’élément neutre du groupe de départ par un morphisme
est I’élément neutre du groupe d’arrivée. [@(eg) = eg].

Démonstration. Soit ¢ un morphisme de (G, %) dans (G’,0). Nous avons @(eg *eg) =
¢©(ec) o @(eq) et puisque e est élément neutre e * eg = eg. 1l suit que

¢(eg) = @(eg) o 9(ec)
= [9(ec)] ' o (ec) = [p(ec)] " 0 p(ec) 0 9(ec)
= eq = e ° 9(eq)
= eq = P(eq). u

THEOREME 11. — Par un morphisme I'image du symétrique d’un élément est le sy-
métrique de I’image de cet élément. [¢(g~ ') = [p(g)] ']

NOTE 6. — 1l faut bien prendre garde ici de ne pas confondre [@(g)]~! avec ¢~!(g). C’est une erreur

trés commune chez les débutants. La premiére formule désigne le symétrique de 1’élément ¢(g) € G’
qui existe toujours puisque G’ est un groupe. En particulier, [¢(g)]~! € G'. La seconde n’a de sens que
lorsque ¢ est une bijection — 2 moins que, par un abus de notation assez courant, elle ne désigne ¢! ({g}),
I’image réciproque par ¢ du singleton {g} — qui n’a de sens de toute maniére que si g € G’ et qui désigne
alors un sous-ensemble de G.

[3.2:: 1] [TH 11]
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Démonstration. Soient ¢ un morphisme de (G, %) dans (G',0) et g € G. Nous avons
gxg ' =eg=g"'*g
= 9(gxg™") = 0lec) = (g ' *g)
— 9(g)og(g ") =es=0¢(g ") op(g) (utilise le théoreme T0).

Cela signifie que ¢ (g~ ') satisfait aux deux conditions définissant le symétrique de ¢(g)
done ¢(g~") =[o(g)] . u

E.20. Déterminer tous les endomorphismes de (Z, +). Lesquels sont-ils des automorphismes ?
Méme question lorsque (Z, +) est remplacé par (Q, +).

E.21. Nous avons vu que Aut(G) est un sous-groupe de S(G). Est-il possible que Aut(G) soit
égal a S(G)?

3.3 Morphismes et images des sous-groupes

THEOREME 12. — Soient ¢ un morphisme de G dans G’ et H un sous-groupe de G
alors @(H) est un sous-groupe de G'. En particulier ¢(G) est un sous-groupe de G'.
[H<G=¢(H) <G

Rappelons que ¢(H) := {¢@(h) : h € H} et s’appelle I'image de H par ¢.

Démonstration. Pour montrer que @(H) est un sous-groupe de G’ nous devons vérifier
(1) qu’il est non vide et (2) pour tous x,y € ¢(G) nous avons xoy~! € ¢(G). Que ¢(H)
soit non vide est clair car, d’apreés le Théoreme |10, e € H = @(eg) = e € ¢(H).
Quant au second point, si x, y € @(H) alors x = ¢(a) et y = ¢(b) avec a, b € H. Donc

xoy~t =gq(a)o[p(b)] !
=@(a)op(b™")=@(axb™") (utilise le théoreme|[TT)
€ o(H) (cara,b € Het H<G),

donc @(H) est bien un sous-groupe de G'. [ |

3.4 Le noyau d’un morphisme

Soit ¢ un morphisme de (G, ) dans (G’,0). Nous appelons noyau de ¢ et notons
ker ¢ — "ker" est I’abréviation du mot allemand kernel qui signifie noyau — I’ensemble

kerg={g€G : 9(g) =eg} (32)

D’apres le Théoréme [10, nous avons toujours @(eg) = e donc eg € ker @ qui n’est
ainsi jamais vide.

THEOREME 13. — Le noyau d’un morphisme est un sous-groupe du groupe de départ.
[ker o < G].

[TH 13]
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Démonstration. Puisque ker ¢ # 0 il suffit de vérifier que x, y € ker @ = x*y~! € ker .
Or

e(x*y ) =e@(x)op(y™!) (utilise la définition d’un mor-

phisme)
=o(x)olp(y)]”" (utilise le théoreme T
=egoleg]! (utilise la définition du noyau.)
= €g-
11 suit que x*y~! € ker ¢ qui est donc bien un sous-groupe. [ |

Le noyau vérifie une autre propriété. Si g € G et x € ker @ alors g xxx g~ € ker .
En effet,

P(gxxrg™!) =0(g)op(x)op(sg™)
=p(g)op(x)o[p(g)]”" (utilise le théoreme|[TT)
= 0(g)oecelols )]~
=9(g)ole(g)]™!
_eG/

Les groupes vérifiant cette propriété sont dits distingués. Cette notion tres utile sera
étudiée par la suite.

THEOREME 14. — Pour qu’un morphisme soit injectif il faut et il suffit que son noyau

se réduise a I’élément neutre. [ : G" G’ injective < ker @ = {eg}.]

Rappelons qu’une application ¢ est dite injective lorsque deux éléments distincts
ont nécessairement deux images distinctes. Autrement dit I’hypotheése ¢(x) = ¢(y) doit
toujours impliquer x = y.

Démonstration. (=) Nous supposons que @ est injective et montrons que ker ¢ =
{ec}-

Nous savons que eg € ker@. Si x est un autre élément de ker ¢ avec x # eg alors
¢©(eg) = e = @(x) donc x et eg ont la méme image sans étre égaux, ce qui contredit
I’injectivité de ¢.

(<=) Nous supposons que ker ¢ = {eg} et montrons que @ est injective.

Supposons que x et y soient deux éléments de G tels que @(x) = ¢(y). Nous avons

e(x)o[p(y)] ! =eq

= @@x)op(y ")=ez (parle Théoreme 11)
= oxy ) =ew
= xxy !l ckergp
= xxy l=¢g (car ker¢ = {eg})
= x=y
[3.4:: 1] [TH 15]
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L’hypothese ¢(x) = ¢(y) implique donc x =y et @ est bien injective. [

THEOREME 15. — Soient G et G' deux groupes finis de méme cardinal et ¢ un mor-
phisme de G dans G'. Pour que @ soit un isomorphisme il faut et il suffit que ker ¢ soit
réduit a I’élément neutre.

Démonstration. Lorsque G et G’ sont des ensembles finis, de méme cardinal, dire que
¢ : G — G’ est bijective est équivalent a dire qu’elle est injective. Le théoréme est donc
une conséquence directe du théoréme [

E. 22. Montrer que pour tout m € N, ’application ¢,, définie sur Ug par ¢(z) = 7" est un
endomorphisme. Tous les endomorphismes de Ug sont-ils de cette forme ? Combien y-en-a-t-il ?
Lesquels sont des automorphismes ? Le cas général ou Ug est remplage par U, sera considéré
plus loin.

3.5 Morphismes et image-réciproque des sous-groupes

Soit @ un morphisme de (G, x) dans (G’,0). S’il n’est permis de parler de 1’élé-
ment ¢~ !(g) que lorsque ¢ est bijective (et g € G'), nous pouvons toujours considérer
’ensemble ¢! ({g}), qui est formé, par définition, de tous les éléments x € G tels que
@(x) = g. Cet ensemble ¢! ({g}) peut-étre vide et il est égal 2 {@~!(g)} lorsque (mais
pas seulement) @ est bijective. D’un maniére générale, si Y C G’, I’ensemble défini par

o '(Y)={xeG:p(x) €Y}

est appelé image-réciproque ou pré-image de Y par ¢ et il est noté ¢! (¥).
Remarquons que ker @ = ¢~ ({eg}).

THEOREME 16. — Soient ¢ un morphisme de G dans G' et W un sous-groupe de G’
alors @~ (W) est un sous-groupe de G qui contientker¢. [W < G' = ¢~ (W) < G.]

Démonstration. Puisque W est sous-groupe de G/, egr € W de sorte que
kerg = ¢~ ({ec'}) C o' (W)

qui n’est donc pas vide. Il suffit maintenant de vérifier que x,y € ¢~ (W) = xxy~! €
@1 (W). Or

Pxxy ') =@(x)op(y~!) (définition d’'un morphisme)
=@(x)olp(y)]”! (utilise le théoreme T
= oxxy H)eWoWcCw (car W < G.)

Donc x*y~! € ¢~ (W) qui est bien un sous-groupe. [

[TH 16]
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3.6 Exemples de morphismes
(3.6.1) Exponentielle et logarithme L. application

ex (R7+) — (R*+7'>
Po g —  expx.

est un isomorphisme, et exp~! = In.
(3.6.2) Exponentielle complexe. Est un morphisme 1’application

€ % —>  expix.

Nous avons
kerEc={xeR:exp(ix) =1} ={xeR:x=2kn, k€ Z} =2nZ.  (3.3)
(3.6.3) Le déterminant.
1o, GLA(K) — (")
A s detA

Nous avons
kerdet = {A € GL,(K) : detA = 1} := SL,(K).
(3.6.4) Les automorphismes intérieurs. Soit (G,-) un groupe et x € G. L’application

(Ga') — <G7'>
g — x_1~g'x.

Ox:

est un automorphisme. Tout automorphisme construit de cette maniere s’appelle un au-
tomorphisme intérieur. L’ensemble des automorphismes intérieurs, noté Int(G), forme
lui-méme un groupe lorsqu’il est muni de la loi de composition des applications.

(3.6.5) L’application puissance. Soit (G, *) un groupe quelconque et g € G. L’applica-
tion suivante est un morphisme de groupe.
(Z ) +) — (G7 *)

m —  g"

Pg

(3.6.6) Projection. Soit W = G| x G, le produit direct des groupes (Gy,*) et (Gz,0).
L application projg, définie sur W a valeurs dans G par la relation
projg, (g1,82) = &1

est une morphisme surjectif dont le noyau est le groupe {eg, } x G2.

E. 23. Soient (Gy,*) et (Ga,*;) deux groupes. Montrer que les produits directs G| x G, et
G> X Gy sont isomorphes : construire un isomorphisme entre les deux groupes. Pour la définition

du produit direct, voir

[4.1:: 1] [TH 16]
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§ 4. PARTIES GENERATRICES D’UN GROUPE

4.1 Introduction

Le groupe (Z,+) possede la propriété remarquable de pouvoir étre reconstruit a
partir du seul élément 1 : tous les éléments de Z s’écrivent en additionnant 1 un cer-
tain nombre de fois et éventuellement en prenant le symétrique du résultat obtenu, par
exemple, —5 = —(1+ 141+ 14 1). Une telle propriété n’est certainement pas vraie
pour (R, +). Le produit direct (Z?,+) lui peut-étre reconstruit 4 I’aide des deux seuls
éléments (1,0) et (0,1)[f]et le groupe Us = {1, —1,i,—i} a partir de I’élément i puisque
1 =i* —1=iet —i=". Pourquoi certains groupes peuvent-ils étre reconstruits i partir
d’un nombre fini de leurs éléments, et comment ces reconstructions s’effectuent-elles ?
Ce sont deux questions que nous étudions dans cette partie.

4.2 Intersections de sous-groupes

THEOREME 17. — Soient (G, *) un groupe et % une famille non vide de sous-groupes
de G. Si I est I’intersection de tous les éléments de .% , autrement dit [ = (\y .o H alors
I est lui-méme un sous-groupe de G.

Notons que .# peut contenir un nombre fini ou infini de sous-groupes.

Démonstration. D’abord I est non vide car eg est €lément de tout sous-groupe F de
7 et il appartient donc a I. Soient x,y € I, nous voulons montrer que x*y~ ! € H. Par
définition de I, pour tout H € .%, nous avons x,y € H et puisque H est un sous-groupe
x*y~! € H. 1l suit que x *y~! appartient 2 tous les éléments de .% et donc a I. Cela
montre que / est bien un sous groupe. [ |

E. 24. Sim etn sont deux entiers positifs, déterminer le sous-groupe de Z défini par mZ N nZ.

4.3 Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, *) un groupe et A un sous-ensemble non vide de G. Nous appellons sous-
groupe engendré par A le sous-groupe

A= () H 4.1)

Hes(A)

ol .(A) est I’ensemble de tous les sous-groupes de G qui contiennent A. Cet ensemble
n’est pas vide car il contient G lui-méme. En vue du Théoréme la formule (4.1)
définit bien un sous-groupe de G.

. I suffit d’écrire (m,n) = (m,0) + (0,n) puis exprimer (m,0) a I’aide de (1,0) et (0,n) a I’aide de
(0,1).

[TH 18]
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THEOREME 18. — Le sous-groupe (A) est le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Ici I’adjectif ‘petit’ réfere a la relation d’ordre définie par I’inclusion des ensembles :
un ensemble X est plus petit qu'un ensemble Y si X C Y. De maniere précise, le théo-
reme 18| signifie que les deux assertions suivantes sont équivalentes

(E1) I=(A).
(E2) I vérifie les deux conditions suivantes

(a) I est un sous-groupe de G contenant A et

(b) Si H est un autre sous-groupe de G contenant A alors / C H.
Démonstration. D’apres la définition, nous avons immédiatement que (A) vérifie les
deux conditions de (E2). Nous montrons que si / vérifie (a) et (b) alors I = (A). A cause
de (b), I C Npesrm)H = (A). D’autre part, puisque, d’aprés (a), I est un sous-groupe

contenant A, nous avons I € .’(A) et par conséquent (e o(4)H C I soit (A) C 1. Par
double inclusion nous en déduisons I = (A). ]

Ni la définition, ni cette caractérisation ne permettent de se faire une idée de la
nature des éléments de (A). Le paragraphe suivant donne une approche constructive des
sous-groupes engendrés.

4.4 Description des éléments d’un sous-groupe engendré

THEOREME 19. — Soient (G,*) un groupe, A un sous-ensemble non vide de G et
x € G. Pour que x € (A) il faut et il suffit qu’il existe n € N* et des éléments x1, xp, ..., X,
avecx; € A oux;1 €Apouri=1,2,... ntels que x = x| *xxp*---*X,.

Le théoreme affirme 1’égalité
(A) = {x; *xp % *x, : n € N*, x; ouxl._l €A, i=1,...,n}, 4.2)
ou encore
(A):{glil*gfl*---*gfl neNetg €A, i=1,...,n}, (4.3)

ol le symbole = signifie que nous pouvons prendre aussi bien g; que g; ! de sorte que
glil * gzil % ---x gtl désigne 2" expressions différentes. Il faut bien prendre garde que
si ces expressions sont formellement différentes, certaines d’entre elles peuvent bien,
suivant la nature de G, donner le méme résultat. Insistons aussi sur le fait que le nombre
de facteurs n, en général, dépend de x.

Démonstration. Appelons I le membre de droite dans (4.2)) (ou (4.3))), nous devons
montrer que / = (A). Pour cela, d’apres le Théoréme 18] il suffit de vérifier Iassertion
(E2) c’est-a-dire

[4.4:: 1] [TH 19]
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— I est un sous-groupe de G contenant A et
— tout sous-groupe de G contenant A contient aussi /.

Etape 1. 1 est un sous-groupe de G contenant A.

En considérant les cas ou n = 1 et x; € A dans (4.2) nous voyons que A C I. En
particulier I est non vide. Montrons que c’est un sous-groupe de G. Pour cela prenons x
et y dans [ et vérifions que x*y~! € I. Ecrivons

X =X]*Xp % %Xy xierux-_leA ) o
! (Attention, en général m # p).

Yy=yi*y2k--ky, yi€Aouy; ' €A
En utilisant la formule [T.4] (p. [9) sur I’inverse d’un produit nous obtenons
x*y_] =X *xz*---*xm*y;] *---*y]_]
Chacun des m + p facteurs f du produit vérifie f € A ou f~' € A de sorte que x+y~! a

bien la forme requise (avec n = m + p) des éléments de 1. Il suit que x*y~! € I et I est
donc bien un sous-groupe de G contenant A.

Etape 2. Si H est un sous-groupe de G contenant A alors [ C H.

Prenons x € I que nous écrivons comme précédemment x = x| *x3 * - - - xx,,. Etudions
le facteur x;. Il y a deux possibilités :

— Soitx; € A et alors x; € H puisque A C H

— Soit x;l € A et alors x;l € H puis, puisque H est un sous-groupe, x; = (x;

H.

Dans les deux cas x; € H de sorte que, toujours puisque H est un sous-groupe, x € H
comme produit d’éléments de H. Cela acheve la démonstration de la deuxieme étape et
du théoreme. [ |

1)—1 c

Lorsque une partie (non vide) A vérifie (A) = G, nous disons que A engendre G ou
que G est engendré par A ou encore que A est une partie génératrice de G. Pour bien
des questions, il est raisonnable de considérer qu’une bonne connaissance du groupe
G est acquise si nous avons pu mettre en évidence une partie génératrice la plus petite
possible car nous pouvons alors décrire par la formule assez simple (4.2) tous les élé-
ments du groupe. Cette notion peut rappeler au lecteur celle de partie génératrice d’un
espace vectoriel. Il y a une différence fondamentale. Nous savons que dans un espace
vectoriel de dimension finie, de toute partie génératrice, nous pouvons extraire une par-
tie génératrice minimale (quand nous lui retirons un quelconque de ses €léments elle
n’est plus génératrice) et cette partie génératrice minimale n’est autre qu’une base de
I’espace vectoriel. En particulier, toutes les parties génératrices minimales possedent le
méme nombre d’éléments, ce nombre étant égal a la dimension de 1’espace vectoriel.
Cette propriété ne demeure pas en général pour les parties génératrices des groupes.
Il existe par exemple des parties génératrices minimales de (Z,+) qui contiennent k

[TH 19]
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éléments, k étant un entier positif quelconque. De telles parties sont construites dans
I’exercice 26

Les groupes les plus simples sont ceux qui sont engendrés par un singleton. Nous
étudions ce cas dans la partie suivante.

4.5 Groupes cycliques et ordre d’un élément

Nous disons qu’un groupe (G, *) est cyclique s’il est engendré par un ensemble
réduit a un seul élément i.e. G = ({a}). Nous notons aussi pour alléger 1’écriture G =
(a). D’apres la formule (4.2)), tout élément de G s’écrit alors

x=alxa T xxat =" avecmeZ
de sorte que
G={d":meZ}.

Il se peut que les éléments dans 1’ensemble de droite ne soient pas tous deux a deux dis-
tincts. Si @™ = a™ avec, disons, m; > my alors @™~ = e et dans ce cas la description
de G peut encore étre simplifiée. Appelons d le plus petit entier strictement positif tel
que a? = e. Notre supposition implique 1’existence de cet entier d avec d < m; — ms.
Nous disons que a est d’ordre (fini) d et nous écrivons o(a) = d. Dans ces conditions,

G={d:i=0,1,....,d—1}.

En effet, si m est un entier quelconque, en effectuant une division euclidienne, nous
pouvons écrire m = dq+ravecr € {0,1,...,d—1} d’ou

am:adq+r: (ad)q*ar:eq*ar:ar

de sorte que {a" :m € Z} ={a' :i=0,1,...,d — 1}. Notons que ’ensemble {a’ : i =
. .7 /! . .

0,1,...,d— 1} ne peut pas étre davantage réduit. En effet si a’ = a' avec i > i’ alors

a " =eor0<i—i <i<d etcelacontredit le fait que d est le plus petit entier positif

vérifiant ¢ = e. Nous avons démontré le théoréme suivant.

THEOREME 20. — Soit (G, *) un groupe cyclique engendré par a. Il y a deux possibi-
lités.
— Oubien a estd’ordre finid € N* et G={a' : i =0,1,...d — 1}
— ou bien a n’est pas d’ordre fini (on dit alors qu’il est d’ordre infini) et G = {a™ :
me7Z}.
Dans chaque cas les éléments des ensembles indiqués sont deux a deux distincts.

Le mot ordre a déja été utilisé pour désigner le cardinal d’un groupe. Ici, nous pou-
vons remarquer que 1’ordre d’un élément est €gal a 1’ordre (au cardinal) du groupe qu’il
engendre, i.e. o(a) = |(a)|, et cela justifie I’emploi du méme mot ordre pour désigner
deux concepts différents. Notons encore que les groupes cycliques sont toujours abé-
liens.

[4.5:: 1] [TH 20]
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NOTE 7. — Beaucoup d’auteurs appellent groupe monogene ce que nous avons appelé groupe cyclique
infini et garde la dénomination de cyclique au seuls groupes finis.

E.25. Quelle est la forme de la table d’un groupe cyclique si les éléments sont ordonnés comme
suit: e, a,a®, ...,a"?

4.6 Groupes cycliques et fonction puissance

Rappelons que si (G, *) est un groupe et g € G alors le morphisme p, défini de
(Z,+) dans (G, *) par pg(m) = g™ est appelé puissance.
(1) Si g est d’ordre infini p, est injective.
(i1) Si g est d’ordre d ker p, = dZL.
Montrons le second point. Si m € ker p, alors g" = e mais, effectuant une division
euclidienne, m = gd +r avec r € {0,1,...,d — 1}. Par conséquent g" = ¢ = g?¢*" =
e=(g9)1xg" =e= elg" = e = g" = e. La seule possibilité est que r = 0 car r < d et
d est I’ordre de g c’est-a-dire le plus petit entier positif pour lequel g = e. Maintenant
r =0 donne m = gd i.e. m € dZ. Cela prouve ker p, C dZ. 11 est facile de vérifier
dZ C ker pg d’ou ker p, = dZ.
Du premier point, nous tirons le théoréme suivant.

THEOREME 21. — Si (G, ) est un groupe cyclique infini alors (G,*) ~ (Z,+).

Démonstration. Si G = (g) alors, par définition p, est surjectif et puisque nous savons
que c¢’est un morphisme injectif, c’est un isomorphisme. [ |

4.7 Exemples de sous-groupes engendrés

(4.7.1) Dans (Z,+).
Exemple 1. Pour tout m € Z, (m) = mZ.

En effet, les éléments de (m) sont les entiers x qui s’écrivent x = +m++tm+--- +
+m =rmavecr € Z.

Exemple 2. Quels que soient les entiers m et n, (m,n) = pged(m, n)Z. En particulier si
m et n sont premiers entre eux alors (m,n) = Z.

En effet, les élément de (m, n) sont les entiers s qui s’écrivent

m m m
s=x+|ou]|++|ou]|+---+F|0u| =pm+rn avecp,re’.
n n n

Or le théoreéme [6] de Bézout dit que lorsque p et r parcourent Z alors I’entier pm + rn
parcourt pged(m,n)Z.

E. 26. Soit k € N*. Nous construisons une partie génératrice pour (Z,+). Soient ry,...,rg, k
nombres premiers deux a deux distincts. On note [; = [];;rj et L = {li,hr,...,I}}. (a) Montrer
que les élements de L sont premiers dans leur ensemble. Cela signifie que 1 est leur seul diviseur

[TH 21]
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commun positif. (b) Montrer en utilisant 1’exercice 15| que Z = (L). (c) Montrer que L est une
partie génératrice minimale. Autrement dit, vérifier que si L' C L, L' # L alors (L') # Z.

(4.7.2) Eléments générateurs du groupe des racines de [’unité. Nous avons
U, = (exp(2in/n)).

En effet,

2ik
n:{exp ! ”:k:o,l,...,n—l}:{¢k:k:0,1,...,n—1}
n

ol ¢ = exp 2’7” En particulier, o(¢) = n. Le groupe U, est donc cyclique d’ordre n.

(4.7.3) Parties génératrices de Is(P). On démontre en géométrie que toute isométrie du
plan s’écrit comme la composée d’au plus trois réflexions (symétries orthogonales) de
sorte que

Is(P) = (sp : D droite du plan).

(4.7.4) Sous-groupe engendré par la réunion de deux sous-groupes dans un groupe
abélien.

THEOREME 22. — Soient G un groupe abélien, H et W deux sous-groupes de G.
(HUW) =HW
ouHW :={hw :he H,we W}

E. 27. Si X est une partie génératrice de G et Y une partie génératrice de G, alors X X Y est
une partie génératrice de G| X Gy.

§ 5. RELATION D’EQUIVALENCE DEFINIE PAR UN SOUS-GROUPE

5.1 Définition

Nous initions dans cette partie I’étude du concept le plus abstrait de ce cours et sou-
vent le plus difficile a appréhender, celui du calcul sur les classes d’équivalence. Il n’est
pas possible d’expliquer ici le caractere naturel et la portée de ce calcul mais nous pou-
vons au moins montrer comment il s’inscrit dans la continuité de pratiques déja bien
maitrisées par le lecteur. Les étudiants de deuxieéme année d’université ont déja I’habi-
tude de manier des inégalités modulo une certaine quantité. Ils savent la signification
d’une affirmation comme /6 et —117/6 sont égaux modulo 21 qui s’écrit symboli-
quement sous la forme

n/6=—11n/6 [2x].

[5.1:: 1] [TH 22]
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Au début, I’emploi du signe = peut géner et il est généralement préférable d’employer
une expression et une notation plus précises, /6 et —117m/6 sont congrus modulo
2ret /6 =—11m/6 [2x]. Cette notation est essentielle pour traduire le fait qu’une
rotation de 27 (de centre 1’origine) laisse tout point invariant. En d’autres mots, un
nombre complexe dont les arguments sont congrus sont alignés. Une notation similaire
est employée en arithmétiques. On écrit

5=11 [6] ou S5=11 [6]

pour dire que 5 et 11 ont le méme reste dans leur division euclidienne par 6. Cette
notation permet de mettre en évidence et d’exploiter des propriétés de la divisibilité
des nombres entiers et elle est utilisée sous une forme ou une autre depuis 1’antiquité.
Ces deux deux notations, qui désignent en réalité, une certaine relation d’équivalence,
comme nous allons le voir plus bas, sont en réalité construites sur un mode tres sem-
blable que nous représentons sur le tableau parallele ci-apres qui va mettre en évidence
le rdle que joue un certain sous-groupe dans la définition de ces modulo-égalités.

o, BeZ,neN 6,,6bcR
Z jg OIKZ}IC méme reste dans la divi- 6=6, [n]
. 0, et 6, different de 2km, k € Z
sion par n .
) 6, — 6, est un multiple de 27
B — a est un multiple de n 01+ () € 277
B+(—a) enZ ! 2

Ainsi dans le premier cas, nous avons un sous-groupe de H = nZ du groupe (Z,+)
etlarelation & = 8 [n] signifie simplement que 8 + (—a) est un élément de H. Dans
le second cas, intervient H = 277 qui est un sous-groupe de (R, +) . D’autre part, les
conditions B+ (—a) € nZ et 6; + (—6,) € 277 sont de la forme x ! xy € H. Une telle
définition s’étend aisément au cas d’un groupe général comme suit.

Soient (G, *) un groupe et H un sous-groupe de G. Nous dirons que deux éléments
x et y de G sont en relation Ry et écrivons xRy y lorsque x ™' xy € H.

E.28. Dans (R,+), nous prenons H = Z. Déterminer 1’ensemble des réels x tels que xRy x?.
THEOREME 23. — La relation Ry est une relation d’équivalence sur G.
Rappelons que dire que Ry est une relation d’équivalence signifie qu’elle satisfait
les trois propriétés suivantes.
(i) Ry estréflexive (Vx € G, xRy x),
(i) Ry est symétrique (Vx,y € G, xRyy = yRyx)
(iii) Ry est transitive (Vx,y,z € G, (xRyy et YRy ) = xRy 2).

[TH 23]
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Démonstration. Soit x € G. xRy x signifie x~' xx € H or x~!

H < G. Cela montre que Ry est réflexive. Ensuite

xx =eg eteg € H car

xRyy = x'sxyeH (par définition de Ry)
— (x'xy)leH (utilise le fait que H sous-groupe)
— y '« (x" 1) "€ H (utilise la relation (T4) p-P)

— ylyxeH (utilise une propriété de I’élément
symétrique, voir [ii] p.
— yRyux, (par définition de Ry)

ce qui montre que Ry est symétrique.

Enfin
~1
’yC EZ ! } — )y“_l I EZ (par définition de Ry)

— (x 'xy)*x(y"'xz) € H (utilise le fait que H est un sous-
groupe)

— x 'x(yxy )xz€H  (utilise I’associativité de la loi *)

— x lxegxz€H (utilise la définition de 1’élément
symétrique)

— x lxzeH (utilise la définition de I’élément
neutre)

— xRpyz (par définition de Ry)

donc Ry est transitive et cela acheve la preuve qu’elle est une relation d’équivalence.
]

La classe d’équivalence de x € G, notée cl(x) ou X ou X est I’ensemble des éléments
de G qui sont en relation avec x

cl(x) ={g€ G: xRy g}.
Il faut toujours bien garder a I’esprit que les classes d’équivalences sont des ensembles.
Si x et x’ sont deux éléments de G, il y a seulement deux possibilités
(i) ou bien xRy x" auquel cas cl(x) = cl(x'),

(ii) ou bien x— Ry x’ auquel cas el(x) Nel(x’) = 0. Le symbole — est employé pour
indiquer la négation : x— Ry x’ signifie que x n’est pas en relation avec x’.

Autrement dit, deux classes d’équivalence sont des ensemble égaux ou disjoints. En
effet, si xRy X" ety € el(x) alors

xRy X' transitivité de R
{ 7 =T Ry = yed(Y),

yRH)C

[5.1: 1] [TH 23]
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de sorte que cl(x) C cl(x’). Nous montrons de la méme maniere que ¢l(x’) C ¢l(x) d’ou
cl(x) = el(x').

Réciproquement, si nous supposons que xRy x" et ¢l(x) Nel(x’) # @ nous obtenons
une contradiction puisque

YRy x transitivité de Ry /

contradiction !
yRyx'

yedx)nel(x) = { xRy x

L’ensemble de toutes les classes d’équivalence est noté G/H et il est appelé le quo-
tient de G par H. Lorsque y € cl(x), nous disons que y est un représentant de cl(x).
L’élément x est un représentant de ¢l(x) mais, en général, ¢l(x) admet beaucoup d’autres
représentants.

Nous utiliserons le fait que G est réunion des classes d’équivalence (distinctes)

G= Ucl(xi) avec cl(x;)Nel(x;) =0 pour i# j. (5.1)
icl

Cela signifie que les classes d’équivalence forment une partition de G. La formule (5.1))
peut étre récrite comme
G= |J A

A€G/H
5.2 Description des classes d’équivalence
Dans la relation Ry définie ci-dessus nous avons
dx)={gcG:xRygt={gecG:x 'xgecH ={geG:gecx«H} =xxH

ol, par définition, xx H = {xxh : h € H}. Ces ensembles x * H s’appellent les classes
(d’équivalence a gauche) définies par le sous-groupe H. La formule (5.1) devient

G= U(xi*H) avec x; | xxj & H pouri# j. (5.2)
il

Exemple 3. Lorsque (G,x) = (Z,+) et H = 6,

cd(x) =Xx=x+6Z={x+6k:kecZ}.

Par exemple,
cl(2) =cl(8) car 2Ry8 (—2)+8€6Z (5.3)
cl(0) = cl(—06) car ORy6 (—0)+(—6)€6Z (5.4)
c(11) =cl(29) car 11Ry29 (—11)+29 € 6Z. (5.5)
[TH 23]
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Ainsi, 8 est un représentant de ¢l(2), 11 et 29 sont des représentants de cl(5). Il est facile
de vérifier qu’il y a seulement 6 classes d’équivalences ¢l(0), ¢l(1), el(2), ¢l(3), cl(4),
cl(5) et

Z =cl(0)ucl(l)Uecl(2) Ucl(3)Ucl(4) Ucl(5)
ou, pour i =0,1,...,5. D’une maniere générale, si (G,*) = (Z,+) et H =mZ (m € "),
il y a m classes d’équivalence

Z=-cl(0)ucl(l)Uuel(2)---Uel(m—1)

ou cl(i) est ’ensemble des entiers dont le reste dans la division par m est égal a i.
Exemple 4. Lorsque (G,*) = (R,+) et H =7,

cdx)={x+k:k€Z}=x+Z.
Par exemple
c(12/7)=cl(5/7) car 12/7Ry5/7 car—12/7+5/7 € Z.

Chaque classe admet un et un seul représentant dans [0, 1[. De maniére plus précise,
"unique représentant de x € R dans [0, 1| est donné par x — E(x) ot E désigne la fonction
partie entiere. Ainsi, cl(7) admet 7 — 3 comme représentant. Nous avons donc une
bijection entre R /Z et [0, 1].

La premiere application de la relation d’équivalence Ry est données dans le para-
graphe suivant. Nous verrons ensuite a la section [ que, sous réserve que H possede la
propriété requise, il possible de définir une loi * qui fera de (G/H,*) un groupe.

5.3 Le théoréme de Lagrange

THEOREME 24 (Lagrange). — Soit (G, *) un groupe fini et H un sous-groupe de G. Le
cardinal de H divise le cardinal de G, autrement dit o(H)|o(G).

Démonstration. Considérons la relation d’équivalence Ry qui donne une partition de G
de la forme

G=|Jel(x).
i€l
Ici, puisque G est fini, I et, pour chaque i € I, cl(x;) sont aussi des ensembles finis. Nous

avons alors
card(G) = Y card(cl(x;)) (5.6)

il
car les classes sont des ensembles deux a deux disjoints (cl(x;) Nel(x;) =@ des que
i # j). Maintenant, nous savons depuis le paragraphe précédent, que cl(x;) = x; * H.

[5.3:: 1] [TH 24]
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Nous allons voir que cela implique que card(cl(x;)) = card(H). Pour démontrer cette
égalité, considerons I’application

H — x;xH
¢: h — xixh

et montrons qu’elle est bijective. La bijectivité impliquera que les ensembles de départ et
d’arrivée sont de méme cardinal. D’abord, ¢ est surjective par définition de 1’ensemble
x; * H. Elle est aussi injective. En effet ¢ (h1) = ¢(hy) = x1 % hy = xp % hy = (x;) ! *
(xi*h1) = (x;))~ % (x; % ho) = hy = hy. Reportant card(cl(x;)) = card(H) dans
Nous obtenons

card(G) = ) card(H) = card(H) x )1 = card(H) x card(/) (5.7)
iel icl
d’ou il résulte card(H) |card(G) i.e. o(H) |o(H). ]

s:p.l0§ E. 29. L application & + x; * h utilisée dans la démonstration est-elle un morphisme ? 14

Nous avons démontré davantage que ce qu’annonce le théoreme. En effet dans (5.7),
card(/) est le nombre de classes d’équivalence c’est-a-dire le cardinal du quotient G/H.
La démonstration précédente établissait donc le théoréme suivant.

THEOREME 25. — Sous les mémes hypothéses, nous avons
card(G) = card(G/H) x card(H). (5.8)
Le nombre card(G/H) s’appelle I'indice de H dans G.
THEOREME 26. — Dans un groupe fini, I’ordre de tout élément divise I’ordre du
groupe. [Vx € G, o(x) | |G|]

Démonstration. Nous savons d’apres le Théoreme [20) (et la remarque qui le suit) que
o(x) est égal au cardinal du groupe engendré par x i.e. o(x) = card((x)). En appliquant
le théoreme de Lagrange avec H = (x), nous obtenons que o(x) | o(G). |

COROLLAIRE 27. — Soit (G, ) un groupe fini. Nous avons
g‘G‘ =eg, g€G.

Démonstration. En effet, d’apres le théoreme précédent, il existe un entier k tel que

|G| = ko(g) de sorte que eg = g°8) = e = ek = (glo®))k = glGl, n

Exemple 5. Le tableau ci-dessous donne 1’ordre de tous les éléments de Ug = {g; : k=
0,...,7} avec g = exp(2ikm/8).

ordre 1 2 4 8

€léments go (=1) ga(=—-1) g(=i)etgs(=—i) g1,83 85 87

Nous apprendrons plus loin comment caractériser tous les éléments d’ordre 8 c’est-
a-dire tous les éléments qui engendrent le groupe (voir[7).

s:p.08 E. 30. Présenter dans un tableau les ordres des éléments de Us. 51°

[TH 27]
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5.4 Application a la recherche des sous-groupes

Le théoreme de Lagrange et ses corollaires peuvent suffire a déterminer tous les
sous-groupes d’un groupe fini de cardinal tres petit.

Soit (G, *) un groupe fini contenant p éléments avec p premier (> 1). D’apres le se-
cond corollaire, si x € G alors o(x) |0(G) c¢’est-a-dire ici o(x) | p. Puisque p est premier,
nécessairement o(x) = 1 ou o(x) = p. Dans le premier cas x = e et, dans le second, (x)
est un sous-groupe de G qui contient le méme nombre d’élément que G en sorte que
(x) = G. Nous avons démontré démontré le

THEOREME 28. — Tout groupe d’ordre premier p > 1 est cyclique et il est engendré
par n’importe lequel de ses éléments différents du neutre. [Vx € G/{e}, G = (x)]

En particulier, un groupe fini d’ordre premier n’admet aucun sous-groupe propre.

E. 31. Soient p et g deux nombres premiers. Déterminer tous les sous-groupes de U, x Uy,.

§ 6. GROUPES QUOTIENTS

6.1 Sous-groupes distingués

Nous savons que les congruences arithmétiques peuvent s’additionner terme a terme.
Des relations 15 =27 [6] et 19 = 37 [6] nous pouvons tirer 34 = 64 [6]. Les congruences
peuvent aussi se multiplier et ce sont ces deux propriétés qui permettent I’application de
la théorie des congruences a tant de problemes d’arithmétiques[f] De la méme maniere,
la possibilité d’additionner terme a terme des égalités modulo 27 est essentielle pour
calculer les composées de rotation, pour obtenir par exemple qu’une rotation de centre
’origine et d’angle 27 /3 avec une rotation de méme centre et d’angle 137/7 donne une
rotation d’angle 117/21. Puisque nous avons construit la relation Ry par analogie avec
les congruences arithmétiques et de mesure d’angle, il est naturel d’espérer la méme
propriété : la possibilité de x-multiplier terme a terme les expressions de la forme xRgy.
Malheureusement, dans le cas général une telle propriété ne demeure pas. Pour qu’elle
soit satisfaite, le sous-groupe H, a partir duquel nous construisons la relation Ry doit
vérifier la propriété d’étre distingué que nous allons définir et étudier a présent. Cette
propriété nous permettra ensuite de construire une structure de groupe sur 1’ensemble
des classes pour parvenir au calcul des classes que nous avons évoqué plus haut.

Soit (G, *) un groupe et H un sous-groupe de G. Nous disons que H est distingué
dans G (ou normal dans G, ou encore invariant) s’il vérifie la propriété suivante

VxeG x 'sHxxCH, (6.1)

*. La force de ces deux propriétés apparaitra dans le chapitre sur la théorie des anneaux dans lequel
elles seront efficacement traduites et exploitées.

[6.1:: 1] [TH 28]
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c’est-a-dire Vx € G, Vh € H, x ' xhxx € H. L’élément x~! xhx x s’appelle le conjugué
de h par x. Un sous-groupe H de G est distingué si les conjugués de ses éléments appar-
tiennent encore a H. Certains disent que H est fermé pour la conjugaison. En réalité la
condition (6.1]) est équivalente a

VxeG x 's«Hsxx=H, (6.2)

qui est en apparence plus forte. Pour le vérifier, prenons un élément xo quelconque de G
et appliquons 1} avec X = X puis avec x = x; ! il vient

xal*H*xoCH (6.3)
xO*H*x(;l CH. (6.4)

En multipliant & droite par x;, leta gauche par xg, la formule | devient

1*(xo*H>|<x51)>|<xoCxal*H*xoéHCxal*H*xo. (6.5)

Xo
De et nous tirons x,, 'xH xxo = H. Le méme raisonnement étant valide avec
n’importe quel xo € G, nous obtenons 1’égalité (6.2).
La notation H <G signifie que H est un sous-groupe distingué de G, différent de G
lui-méme. Lorsqu’il n’est pas n’exclu que H soit égal a G, nous écrivons H < G
Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur le groupe G, nous disons simplement
que H est distingué. Lorsque H est a la fois sous-groupe de G et de Gy, il faut préciser
car H peut étre distingué dans G et ne pas I’étre dans G, comme le montre I’exercice

B2

6.2 Exemples de sous-groupes distingués

(6.2.1) Si (G, *) est abélien alors n’importe lequel de ses sous-groupes est distingué
dans G.

E. 32. Montrer que le groupe {g* : k=0,...,n— 1} ol g est la rotation de centre A et d’angle

2n/n, g = Za(27/n), est un sous-groupe distingué du groupe %4 des rotations de centre A.

Montrer par contre que ce n’est pas un sous-groupe distingué du groupe des isométries Is(P).
s:p.[[08] On pourra considérer #, 0 got_,. 5:16

(6.2.2) Si @ est un morphisme de (G, x) dans (7,0) alors ker ¢ est un sous-groupe dis-
tingué de G. [ker¢ < G.]

Démonstration. Prenons h € ker ¢ et x € G. Nous devons montrer que x~ ' /% x € ker ¢
c’est-a-dire que ¢ (x~ ! x hxx) = er. Or

O(x Txhxx) =¢(x) ' xp(h)*x¢d(x) (utilise le fait que ¢ est un mor-
phisme et ses conséquences)

=0(x)" ' %@ (h)x(x) (carh € kero)

:eT_ |

[TH 28]
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(6.2.3) Soit H = {Ald : L € R*} ou Id est la matrice identité dans GL,(R). Alors
H < GL,(R).5"

6.3 Compatibilité de Ry avec la loi de G lorsque H < G.

Soit (G, ) un groupe et H < G. La relation d’équivalence Ry définie par le sous-
groupe distingué H a la propriété remarquable d’étre compatible avec la loi. Cela si-
gnifie que, pour g1, g2, 71, 12 € G,

g1Rp g

rlRHVZ} = (g1%71) Ry (g2%12).

En effet, g1 Ry g2 = gl_1 xgr €H = gl_1 = h*gz_1 pour un certain & € H. De méme
rRgr = rl’1 =h' ry ! pour un certain 4’ € H. Ensuite,
(grxr1) ' *(gaxm) = rl_1 *gl_l X gy k1)
= (h/*rz_l)*(h*gz_l)*gz*rz
:h’*rgl*h*rz
= I’ * (un élément de H) (car H est distingué).
Etant le produit de deux éléments du sous-groupe H, (g * 1)~ ! * (g% r») appartient
aussi a H et cela montre que gy xr| Ry g2 * 3.
Il n’est pas difficile de vérifier que, réciproquement, toutes les relations d’équiva-

lence sur G qui sont compatibles avec la loi de G sont de la forme R = Ry avec H < G,
voir I’exercice

6.4 Structure du quotient

Soit (G,*) un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Rappelons que G/H
désigne I’ensemble des classes d’équivalence de Ry . Nous pouvons définir une loi *
sur G/H comme suit

G/HxG/H — G/H
(Cl,Cz) — Cl(

n’importe quel . n’importe quel (6.6)
représentant de C; représentant de C,

Cette définition présente une difficulté évidente. L’élément C; x C, doit avoir une
valeur et une seule alors que, a priori, la définition ci-dessus lui en attribue card(C;) X
card(C;). Le nombre card(C;) correspond au nombre de choix possibles pour le repré-
sentant de C; et card(C;) au nombre de choix possibles pour le représentant de C,. Pour
que notre définition soit acceptable — nous disons, consistante — nous devons montrer
qu’en réalité le choix des représentants n’influe en rien sur la valeur trouvée. Autrement
dit, nous devons vérifier que

x,x] € C

. / /
i € G } = cl(x) xxp) = el(x] *xy).

[6.4:: 1] [TH 28]
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Il en est bien ainsi. En effet, en utilisant la compatibilité pour la deuxieme implica-
tion,

, /
x1,Xx] €Cy }:{ X1 Ru x) = (xl*xz)RH(xll *xlz)

X2, x’2 e Cy b)) RHX/Z
= cl(x; xx2) = el(x] *x5).

La loi * est par conséquent bien définie et ¢’est une loi interne sur G/H.
Remarquons que nous avons toujours

cl(x;)*cl(x2) =cl(x; *x2), x2,x €G. 6.7)

C’est une conséquence de la définition dans laquelle C; = ¢l(x;), C; = cl(x2) et dans
laquelle nous choisissons x; comme représentant de C; et x, comme représentant de Cy.
En particulier, si x| est représentant de C; et x, est représentant de Cy alors x; x x est
représentant de C1*C,.

THEOREME 29. — Soit (G, *) un groupe et H <1 G, (G/H,*) est un groupe.
Démonstration. Nous avons déja vu que * est une loi interne. L’associativité provient
immédiatement de celle de *. En effet, si C;,C; et C3 sont trois éléments de G/H de
représentants respectifs x;,x; et x3, nous avons (C;*Cy)*C3 = el(x) *xxp)*cl(x3) =
cl((xg *xxp) *x3) = el(xy * (x2 % x3)) = el(x) *el(xp *xx3) = C1 *(Ca*C3).

Montrons que cl(e) est élément neutre pour *. Soient C € G/H et x un représentant
de C. Nous avons

Cxcl(e) =cl(x)*cl(e) = cl(x*e) =cl(x) =C.

Nous montrons de méme que cl(e)*C = C et cela prouve que cl(e) est élément neutre
de *. Il reste a établir que tout élément de G/H admet un élément symétrique pour .
Prenons C; € G/H et x un représentant de C; et posons C; = el(x~!). Nous avons

C1%Cy =cl(x)Fel(x~!) = el(x*x') = cl(e) = neutre de *.

On montre de méme que C, *C; = cl(e) ce qui prouve que C est élément symétrique de
C; et cela conclut la démonstration que G/H est un groupe. [ ]

Nous retiendrons que
eG/n = cl(eg)

et
[d(x)] ' =el(x1) (x € G).

De maniere générale,

c(x™) = [el(x)]" x€G, meZ.

[TH 30]
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THEOREME 30. — Soit (G, *) un groupe et H I G. L’application s définie par

(Gx) — (G/H.
Cox — c(x).

est un morphisme de groupe ; il est surjectif et son noyau est égal a H.

Démonstration. Notons d’abord que s est surjective par définition des classes : toute
classe C € G/H admet au moins un représentant i.e. C = cl(x) = s(x). Montrons que s
est un morphisme. Pour x,y € G, s(x*y) = el(x*y) = cl(x) *cl(y) = s(x) *x s(y). Enfin,
x € kers <= s(x) =eg/y =cl(e) <= el(x) =cl(e) <= eRux <= x € Hetcela
prouve kers = H. [ ]

Le morphisme s s’appelle la surjection canonique (ou projection canonique) de
G sur G/H. Elle est souvent notée sy .

6.5 Le groupe Z, =7Z/nZ

Soit n € N*. Puisque (Z, +) est un groupe commutatif tous ses sous-groupes sont
distingués et nZ < 7Z. Le groupe (Z/nZ, +) est un groupe commutatif d’ordre n

Z/nZ = {el(0), el(1), .., el(n—1)}.

Nous écrirons ¢l(i) = i. Pour simplifier nous écrirons souvent Z, a la place Z/nZ. For-
mons par exemple la table de Zs.

+[0 1 2 3 4 F|0oT 23 14
0/0 1 2 3 4 0/0 1 2 3 4
1/1 2345 1112340
2123456 2123401
3134567 3/13401 2
4145678 4140123
(Calculs bruts) (Calculs simplifiés)
Les termes neutres (0) permettent d’identifier les symétriques de chaque élément.
Par exemple, le symétrique de 1 est 4i.e. =4 = —1.
La relation —1 = —1 est un cas particulier de la relation [cl(x)] ™! = el(x~!). D’une
maniére générale dans Z,, nous avons toujours —k = —k, et nous pouvons intervertir les

symboles — et -.
Le groupe (Z,,+) est cyclique, engendré par I’élément 1. En effet

Z/nZ={0,1,1+1,....1+---4+1)=(1).

n— 1 fois

[6.5:: 1] [TH 31]
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En général, un élément quelconque (non nul) n’engendre pas Z,. Par exemple, dans
Ze, (3) ={0,3} et (2) = {0, 2, 4}. Le théoreme suivant donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un élément donné engendre Z,,.

THEOREME 31. — Soitn > 1 eta € N. Pour que a = cl(a) engendre Z,, (i.e. Z, = (a))
il faut et il suffit que a et n soient premiers entre eux.

Le lecteur attentif aura remarqué une imprécision dans cet énoncé. En effet, nous
cherchons une condition sur @ mais donnons une réponse faisant intervenir a, c’est-a-
dire un représentant de la classe a plutdt que la classe elle-méme. Pour que I’énoncé
soit cohérent il faut que cette condition ne dépendent pas du représentant choisi de a,
autrement dit qu’elle soit vraie pour tous les entiers u de la forme p = a+ kn (ou bien
pour aucun entier de cette méme forme). C’est évidemment le cas puisque a + kn sera
premier avec n si et seulement si a est premier avec n.

E. 33. Modifier la formulation du théoréme en sorte que la remarque précédente ne soit plus
s: p.[T09] nécessaire. *!
Démonstration du théoréme

Etape 1. Nous montrons que la condition est nécessaire.
Supposons que Z, soit engendré par a. Puisque

n = card(Z,) = card({(a)),
nous avons o(a) =n et
Z/nZ={0,a,a+a,....a+a+---+a} ={0,a,2a,...,(n—1)a}.
n— 1 fois
Il existe donc i € {1,...,n—1} tel que ia = 1 (le cas i = 0 ne peut jamais se produire),

soit encore ia = 1+ kn avec k € Z ce qui implique que ia —kn = 1 et, par le théoréme [0]
de Bézout, que a et n sont premiers entre eux.

Etape 2. Nous montrons que la condition est suffisante
Réciproquement, si a et n sont premiers entre eux alors, toujours par le théoreme|[6|de
Bézout, il existe des entiers u et v dans Z tels que au +nv = 1. En effectuant une division
euclidienne de u par n, nous obtenons une écriture u = gn+r avec r € {0,...,n— 1} et
la relation au 4 nv = 1 devient
algn+r)+n =1 <= ar+(ag+v)n=1
qui implique @7 = 1 puis
ata+---+a=1= 1C (@ = (1) C (a)
—_———

r fois

et donc puisque (1) = Z,, nous avons Z, C (a). Comme I’inclusion inverse est évidente
nous en déduisons Z, = (a). ]

[TH 32]
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6.6 Théoreme d’isomorphisme

THEOREME 32. — Soient G| et G, deux groupes[| et ¢ un homomorphisme de G,
dans G,. 1l existe un isomorphisme y de G /ker ¢ sur ¢(Gy) tel que ¢ = yos ol s est
la surjection canonique de G| sur Gy /ker ¢. Nous avons donc

Gi/ker¢ = ¢(Gy).

Le théoreme dit essentiellement que les projections canoniques permettent de fac-
toriser les morphismes de groupes par la projection canonique et un isomorphisme. La
figure 1] schématise cette propriété.

morph.

Gy — % ¢(G1) C Gy

(Szlellg('). S y /isom.
Gi/ker¢

FIGURE 1 — Schéma du théoréme d’isomorphisme ¢ = yos

Démonstration. Nous définirons Y comme suit

Gi/ker¢ — 0(G1) C Gy
Y: C

n’importe quel
—
0 représentant de C

Vérifions d’abord que cette définition est consistante c’est-a-dire que nous pouvons ef-
fectivement utiliser n’importe quel représentant de C sans modifier le résultat. Prenons
deux représentants x; et x de C. Nous avons xi Rgerg X2 1.€. xl’1 xxy ekerg — xo =
xpxhavech€kerg d’olt ¢(x2) = @(x;xh) = @(x1)*x@(h) = ¢(x;) car h € ker ¢. Deux
représentants quelconques de C donnent le méme résultat et notre définition de s est
consistante. L”application 7y vérifie y(cl(x)) = ¢ (x) car x est représentant de cl(x). Ceci
montre que tous les éléments de ¢(G;) (et seulement ceux-la) sont dans I’ensemble
image de ¥ qui est par conséquent une surjection de G/ ker ¢ sur ¢(G).

Montrons que Y est un morphisme. Prenons C; et C, deux éléments de G| /ker ¢ et
x1 un représentant de Cy, xp un représentant de C,. Nous avons

x. Les lois (différentes) des groupes G et G, seront ici représentées par le méme symbole .

[6.6:: 1] [TH 32]
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}’(C1¥C2) — ¢ ( n’importe quel >

représentant de C; *Cp

= @ (x]*xx7) (car xj * xp est un représentant de
C1%Cy)

= ¢(x1) *9(x2)

= y(el(x1)) * y(cl(x2))

= ¥(C1)*¥(C2)

Cekery = 7(C)=eg,
= ¢(x) =eg, (o x est un représentant quel-
conque de C)
— xcker¢
— €G, Rker¢ X
= cl(x) =cl(eg,)
—> C =neutre de G, /ker¢.

Ceci montre que kery = {eg /ker ¢} donc que 7 est injective. Nous avons ainsi établi que
y est un isomorphisme de G/ker¢ sur ¢(Gq). 1l reste a vérifier que ¢ = yos. C’est
immédiat car, pour x € Gy, Y(s(x)) = y(cl(x)) = ¢ (x). |

6.7 Exemples d’application du théoréme d’isomorphisme
(6.7.1) Considérons le morphisme

(R7+) — (U7 )

Py exp(ix)

Nous avons vu que kerexp =217 = {2kx : k € Z}. De plus exp est surjective car
tout nombre complexe z de U s’écrit z = expif avec 0 € R. (Cette propriété est loin
d’étre évidente. Elle se démontre en analyse par une étude fine de la série définissant
la fonction exponentielle.) Nous avons donc exp(R) = U. Le théoréme d’isomorphisme
donne R /277 ~ exp(R), soit

R/27Z ~ U.

s:p 08 E. 34. Soit a € R**. Montrer que R/aZ ~ U. 518

(6.7.2) Considérons le morphisme

(GLn(K)7> — (K*v')
A — detA

Nous avons vu (3.6) que kerdet = SL,,(K) et det est surjectif — VA € K*, 94 € GL,(K)
tel que det(A) = A (prendre A avec A; = A puis tous les autres éléments de la diagonale

[TH 32]
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égaux a 1, puis tous les éléments restant nuls) — donc det(GL,(K)) = K*. Le théoreme
d’isomorphisme donne

GL,(K)/kerdet ~ det(GL,(K)),

c’est-a-dire
GL,(K)/SL,(K) ~ K*.

(6.7.3) Soit (G, *) un groupe cyclique d’ordre n i.e. G = (a) avec o(a) = n de sorte que
G ={e,a,a?,...,a""'}. Considérons le morphisme

4L — G
‘m o— a™

Pa N

Nous savons que p, est surjectif (parce que a est générateur de G) et avons déja vu
dans (3.6) que ker p, = nZ de sorte que le théoréme d’isomorphisme donne Z/ ker p, ~
Pa(G) soit

Z/nZ ~G.

Nous avons démontré le théoreme suivant

THEOREME 33. — Tout groupe cyclique fini d’ordre n est isomorphe a (Z,,+).

En particulier U, ~ Z,. Nous disons qu’a isomorphisme pres, il existe un seul
groupe cyclique d’ordre n > 1 donné. Tous les théoreme valables pour Z, ont un pen-
dant immédiat pour n’importe quel sous-groupe cyclique.Cela sera expliqué en détail
dans la section suivante.

E. 35. Soit G, et G, deux groupes isomorphes et ¢ un isomorphisme de G| sur G,. On suppose
que H < G;. Montrer que ¢(H) < G; et

G/H~Gy/¢(H).

§ 7. LES GROUPES ISOMORPHES

Lorsque (G,*) et (W,-) sont deux groupes isomorphes, toutes les propriétés de
groupe que possede le premier a un pendant immédiat chez I’autre. Le tableau ci-dessus
donne quelques unes de ces correspondances.

[7.0:: 1] [TH 33]
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Sur G Sur W Description de la correspondance in-
duite par I’'isomorphisme ¥ : G — W

zxg l=xxy W(z)-¥(g) ' =¥(x)-¥(y) Une relation liant n éléments dans un
groupe implique une relation liant les
images de ces n éléments dans I’autre
groupe. (Dans I’exemple ci-contre n =
4.)

o(x)=n o(W(x))=n L'ordre d’un élément du premier
groupe est égal a I’ordre de son image
dans le second groupe.

H<G Y(H) < ¥(G) Un ensemble est sous-groupe du pre-
mier groupe si son image dans le se-
cond est un sous-groupe.

G=(X) W= (¥(X)) A toute partie génératrice du premier
groupe correspond une partie généra-
trice du second groupe.

Aut(G) Aut(W) = {¥o foWP~! : Chaque automorphisme du second

feAut(G)} groupe se déduit d’un automorphisme
du premier par conjugaison par ¥ et
nous avons Aut(G) ~ Aut(W).

End(G) End(W) = {¥o fo¥~! : Chaque endomorphisme du second

f € End(G)} groupe se déduit d’'un endomorphisme
du premier par conjugaison par ¥ et
nous avons End(G) ~ End(W).

Deux groupes isomorphes sont comme deux exemplaires d’'un méme livre. Nous
pouvons déduire le contenu du premier de celui du second et vice versa. Voyons un
exemple. Nous avons établi plus haut que pour qu’un élément k soit un générateur
du groupe cyclique (Z,,+), il faut et il suffit que k soit premier avec n. Nous savons
aussi que tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z,. En particulier, le groupe
U,, est isomorphe a Z,, un isomorphisme étant donné par ¥ : ¢¥ € U, — k € Z, ol
¢ = exp(2im/n). 1l suit que 1’élément exp(2imk/n) sera un générateur de U, si et seule-
ment si k est un générateur de Z, c’est-a-dire si et seulement si k est premier avec
n. Deux groupes isomorphes contiennent exactement la méme information (pour ce qui
concerne toutes les questions liées a la structure de groupe) et si nous limitons a considé-
rer cette information, nous pouvons les confondre. Nombre d’énoncés de la théorie des
groupes ont la forme suivante : a isomorphisme pres, il existe un unique groupe d’ordre
p premier ou encore a isomorphisme pres, il existe seulement deux groupe d’ordre 4.
Les mathématiciens construisent une bibliotheque de groupes et chaque fois qu’un nou-
veau groupe apparait, ils cherchent a établir s’il est isomorphe a un groupe déja connu
ou s’exprime, par un produit direct ou une méthode plus sophistiquée, a partir d’autres
groupes faisant déja partie de la bibliotheque. Les éléments les plus simples de cette

[TH 33]
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bibliotheque sont donnés par les théoremes |21|et|33[qui fournissent une caractérisation,
ou comme on dit souvent en mathématiques, une classification, complete des groupes
cycliques : a isomorphisme pres, il existe un seul groupe cyclique (monogene infini) et
un seul groupe d’ordre n, n € N*. Pour ce qui concerne les groupes finis abélien, la clas-
sification est connue depuis longtemps (elle sera étudiée plus loin) : tout groupe abélien
fini est un produit direct de groupes cycliques et par conséquent isomorphe a un produit
direct de groupes Z,. La question est beaucoup plus compliquée pour les groupes non
abéliens.

E. 36. Montrer que si deux groupes sont isomorphes alors il existe une bijection entre I’en-
semble formé d’une part des sous-groupes du premier groupe et celui formé des sous-groupes
du second.

§ 8. LE GROUPE SYMETRIQUE

8.1 Définitions

Soit Q(n) = {1,2,...,n}. Une bijection de Q(n) sur Q(n) s’appelle une permuta-
tion. L’ensemble des permutations de Q(n) est noté S,,. Un élément f de S,, est souvent
représenté sous la forme d’un tableau a 2 lignes et n colonnes :

1 23 ... n
f_(il i iy ... in)

ou la seconde ligne donne les images des éléments correspondant sur la premiere ligne.
S, est muni de la loi de composition des applications que nous notons cependant ici par
un point () plutot que par o. Ainsi, si

f_123456 L. (123456
231465 &8\ 132564
alor S Nous avons
1 23456
f'g_(123456>(123456)_f§§§éfl
“\231465)\132564) ’
L4411
21365 4
de sorte que
f__123456
§= 2136 5 4)

Il faut prendre garde que, comme pour toutes les compositions de fonctions, on
commence par 1’application sur la droite.

[8.1:: 1] [TH 33]
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E.37. Calculer g- f.

La loi - admet évidemment 1’application identité, que nous noterons ici e plutdt que
Id, comme élément neutre et la fonction réciproque de f est I’élément symétrique de f.
Par exemple,

., (1 23 456 1 (1

sLf= (2 3146 5) alors £ = (3
A partir de 1a, nous vérifions facilement le

THEOREME 34. — (S,,,-) est un groupe d’ordre n!. Il est non commutatif des que n > 2.

(Sn,-) s’appelle le n-iéme groupe symétrique

— N
N W
INGHN
o w
w

Pour la non-commutativité lorsque n > 3, nous pouvons prendre f qui envoie 1 sur
2,2 sur 3, 3 sur 1 et laisse tous les autres éléments fixes, puis g qui envoie 1 sur 2, 2 sur
1 et laisse tous les autres éléments fixes. Puisque (f-g)(1) =3 et (g- f)(1) = 1, nous

avons f-g#g-f.

E. 38. Soient m > n > 1. Trouvez un morphisme injectif de S,, dans S,,. En déduire que S,, est
isomorphe a un sous-groupe de S,, que I’on précisera.

8.2 Cycles

Soit f € S,,. S’il existe k € {2,...n} etay, aa, ..., a; dans Q(n) tels que
f(ai):a,-+1 iZl,...,k—l
f(ak):al )
f(b)=»b b¢{ay,...,a}

autrement dit, si f est de la forme

(1a] 1) 52 0 ] o ) )

alors nous disons que f est un cycle, ou, plus précisément un k-cycle ou encore un cycle
de longueur £ et nous notons

ai
az

f: (a1a2 ...ak).

Les 2-cycles sont appelés transpositions.

E. 39. (a) Donner I’écriture sous la forme d’un tableau a deux lignes du cycle (341) € Sg.
(b) Vérifier que la permutation suivante est un cycle et donner son écriture,

1 23 456789
4 71 6 6 81 2 9)°

[TH 34]
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L’ensemble {ay,...,a;} s’appelle le support du cycle (a; ...a;). La notation em-
ployée pour un cycle comporte une petite perte d’information. Elle ne permet pas de
savoir sur quel Q(n) nous travaillons. Le cycle (142) peut désigner un élément de S4
mais aussi bien un élément de tout S, pour n > 4. Il faut aussi prendre garde qu’un
méme cycle posséde plusieurs écritures. Ainsi dans Sz, (123) = (231) = (312). Plus
généralement, le cycle (aja; . ..a;) admet k — 1 autres écritures. Remarquons enfin que
cela n’a pas de sens de parler de cycle de longueur un.

E. 40. Dans Ss, calculer, en donnant le résultat sous la forme d’un tableau a deux lignes,
(2431) - (1534) puis (12) - (345) puis (345) - (12).
E. 41. Démontrer les propriétés suivantes.

a) Soientn >2etay, ay € Q(n),

(a1 az) = (lal) . (laz) . (16[1).
b) Soientn > keta;, i=1,...k, k éléments distincts de Q(n),
(arazas ...ar) = (a1@) - (apaz) ... (ax—1 ag).

THEOREME 35. — Si deux cycles ont des supports disjoints alors ils commutent 1’un
avec I’autre. De maniére précise, si {ay,...,a;} N{b1,...,b,} =0 alors

(a1a2 ...ak)-(b1b2 ...br) = (b1b2 br)-(alaz ...ak).
THEOREME 36. — Si f € S, est un k-cycle alors f est d’ordre k.
Rappelons que dire que f est d’ordre k signifie f*=eet f/ #£epour j=1,...,k—1.

Démonstration. Supposons que f = (aja;...ay), alors f(a;) = ap et

Flar) = f(f(@1)) = f(az) = a3,

et en continuant nous arrivons a f*~!(a;) = a; qui montre que f/ # e pour 1 < j < k, par
contre fk(al) = aj et nous vérifions immédiatement le méme résultat pour tous les a;,
fXa;))=a;,i=1,..., k. Comme pour tout b € Q(n)\ {ay,..., a;}, nous avons f(b) = b
et donc f*(b) = b il suit que pour tout i € Q(n), fX(i) =i et cela montre f* = e. |

8.3 Décomposition en produit de cycles

Les cycles sont des permutations relativement simples dont nous allons voir qu’elles
permettent de décrire toutes les permutations. Voyons d’abord un exemple. Prenons

Puisque f(1) = 3, nous pouvons ré-écrire le tableau comme suit

[8.3:: 1] [TH 36]
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En notant que f2(1) = £(3) = 5, nous pouvons écrire

(12 f(1) 4 A1) 6
f_(f(l) 2 f2(1) 6 1 4

Maintenant f2(1) = f(f?(1)) = f(5) = 1 et nous ne pouvons plus continuer la modi-
fication du tableau. Nous pouvons cependant faire apparaitre des puissances de f avec
d’autres éléments que 1. En le faisant nous arrivons a

f:(l 2 () 4 ) @7 f() f2(7)>
f) 2 £2) f@ 14 1) AT T )

et a partir de 1a nous vérifions facilement que

= (1r2W) (47@) (1127 = (135) (46) (789).

E. 42. Effectuer la transformation précédente dans le cas ol

On comprend aisément que la transformation faite sur I’exemple précédent peut étre
conduite pour n’importe quelle permutation (et dans n’importe quel S,) de sorte que
toute permutation peut étre écrite comme un produit d’un certain nombre de cycles.
La question se pose, par contre, de savoir si une telle décomposition est unique. Dans
I’exemple précédent, a cause du théoréme [35] d’autres écritures peuvent proposées en
modifiant I’ordre des cycles. Par exemple

£ = (46)(135)(789) = (789)(46)(135) (8.1)
= (789)(46)(135) = (135)(789)(46) (8.2)
= (46)(789)(35). (8.3)

A cette réserve pres, la décomposition est unique.

THEOREME 37. — Toute permutation se décompose en un produit de cycles disjoints.
Cette décomposition est unique a I’ordre pres des facteurs.

Démonstration (idée). Pour I’existence, nous employons la méthode décrite sur I’ex-
emple ci-dessus. Pour montrer 1’unicité a 1’ordre pres, nous commencons par établir
que les supports des cycles qui interviennent dans la décomposition sont compleétement

[TH 37]
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déterminés par la permutation. Etant donnée f € S, considérons la relation R r définie
par
iRfj < ilexiste k € Ztel que j = ).

C’est une relation d’équivalence et si (a; ...ay) apparait dans une décomposition de f,
c’est-a-dire f = (---)...(ay...ax)...(---) alors {ay,..., a;} est une classe d’équiva-
lence de Ry. Comme la relation Ry est complétement et uniquement déterminée par f
il en est de méme de ses classes d’équivalence. Une fois connue la classe {ay, ..., a;}
il n’y a qu’une seule maniere possible de former un cycle puisque les éléments doivent
étre écrits dans un ordre tel que le suivant est ’'image du précédent par f. [ |

La démonstration du résultat suivant est laissée en exercice.

THEOREME 38. — L’ordre d’une permutation est égal au plus petit commun multiple
des longueurs des cycles qui la composent.

8.4 Signature

Notons Q(n,2) ’ensemble des paires de Q(n) c’est-a-dire I’ensemble des parties a
deux éléments,

Qn,2)={{i,j} : 1<i<j<n).

Cet ensemble contient (5) =n(n—1)/2 éléments. Etant donnée f € S, nous définissons

F sur Q(n,2) par 7({i, j}) = {£(i),f(j)}. Puisque f(i) est distinct de f(j) i i  j. |

est une application de Q(n,2) dans lui-méme.

THEOREME 39. — Si f € S, alors f est une bijection de (n,2) dans lui-méme. Si g
est un autre élément de S, alors f-g = f-2

Démonstration. Puisque 1’ensemble de départ est égal a I’ensemble d’arrivée et qu’il
est de cardinal fini, il suffit de montrer que f est injective. Supposons que f({i,j}) =

FHE 'Y alors ({£(0), f(1)}) = {f (@), f(J")} d"or

@) =f{@) et f(j) = f(J) i=ietj=]
ou = ou ,
f@)=f(J) et f(j) = f({T) i=jetj=1

et dans les deux cas nous avons {i, j} = {7, j'}. Le second point se vérifie immédiate-
ment. n

E. 43. Lapplication f € S, — £(£,(2)) est un morphisme de groupe.

Maintenant, pour toute paire x € Q(n,2) nous posons

d(x) = | différence des deux éléments de x|.

[8.4:: 1] [TH 39]
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Grace a la valeur absolue cette quantité ne dépend que des éléments de x et non pas de
I’ordre dans lequel ils sont écrits. Notons que d(x) est toujours un entier positif.
Le théoreme précédent nous permet d’écrire

[[ 4= [T d(fx).

x€Q(n,2) x€Q(n,2)

En traduisant cette formule avec x = {i, j} nous obtenons le théoréme suivant.

THEOREME 40. — Soit f € S,,, n > 2. Nous avons

T Iro-ri= T li—Jl

{i,j}1€Q(n.2) {i,j1€Q(n.2)
Soit f € S,,. Nous définissons £(f) par la relation

£ = £

{i,j}eQ(n,2) J—i

e(f) = (8.4)

Nous déduisons du théoreme précédent que |e(f)| = 1 donc €(f) € {—1,1}. Le nombre
£(f) s’appelle la signature de f.

Si nous appelons inversion de f, toute paire {i, j} pour laquelle f(i) — f(j)/(i —
J) < 0 alors nous tirons de la définition le résultat suivant.

THEOREME 41. — Soit f € S,,. Nous avons

8(f) — (_ 1 )nombre d’inversion de f.

Démonstration. Puisque la signature €(f) appartient toujours & {—1, 1} nous pouvons
la déterminer en étudiant le signe des facteurs qui apparaissent dans sa définition (8.4).
|

8.5 Propriétés de la signature

THEOREME 42. — Soientk > 1 et f = (1k) alors €(f) = —1.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, il suffit de vérifier que le nombre d’in-
version de (1k) est impair. Comptons donc les paires {i, j} pour lesquelles (f(i) —
F(j)/(i—j)estnégatif.llyalecasoui=1et2 < j<k—1caralors (f(i)—f(j))/(i—
JH=U0)=f(k)/(1—k)=k—j)/(1—k)<O0.Ilyaussilecasi=1et j=ketce
sont les seules paires pour lesquelles un des deux éléments est égal a 1. Il reste enfin les
paires {i,k} ou 2 <i<k—1. Au total on a donc (k—2)+ 1+ (k—2) =2k — 3 qui est
bien un nombre impair. [ |

[TH 43]
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THEOREME 43. — L’application € : (S,,-) — ({—1,1},-) est un morphisme de groupe.
Autrement dit,

e(f-g)=¢(f)€(g), f,g€Su

Démonstration. Nous avons

) =TI f(i)_:f(j) (8.5)
iy
. f(g(l).)—f(é.’(J)) (Th. 59)) (8.6)

g({ijh) g(l) _g(])

oy fe@)—f(g(y) -]
_{,I—,[} i—J g(i) —g(J) &7
=e(f-g)-1/e(g) (en séparant les deux H). [ |

Ce theoreme conduit a une méthode rapide pour le calcul de la signature de n’im-
porte quel cycle, et donc, grace a la décomposition en cycles disjoints, de n’importe
quelle permutation.

THEOREME 44. — La signature d’une transposition quelconque est égale a —1.
Démonstration. Soit (ajay) une transposition. Nous avons vu que
(a1a2) = (1ay)(1laz)(lay).
En utilisant le théoreme [42] et le fait que € est un morphisme on a
e((aaz) = e((lar))e((1a2))e((laz)) = (-1’ = ~1. =
THEOREME 45. — La signature d’un cycle de longueur k est égale a (—l)k_l.

Démonstration. Le raisonnement est similaire a celui de la démonstration précédente
en utilisant la relation

(@razas ... ax) = (a1a2) - (a2a3) ... (ax—1ar). W

THEOREME 46. — L’ensemble A, :={f €S, : €(f) = 1} est un sous-groupe distingué
de S, ; il est appelé n-ieme groupe alterné ; il contient n!/2 éléments.

§ 9. HISTOIRE

Nombre des techniques étudiées dans ce chapitre furent d’abord découvertes dans le
cas particulier du groupe des permutations (alors appelées substitutions) d’un ensemble

[9.0:: 1] [TH 46]
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fini et, singulierement, du groupe Ss . Un des problémes qui occupaient le plus les algé-
bristes a la fin de la Renaissance était celui d’exprimer les racines des polyndmes sous
la forme de radicaux de quantités dépendant des coefficients du polyndme, les radicaux
pouvant €tre imbriqués les uns dans les autres. Il s’agissait d’étendre aux équations de
degré supérieur la formule s = (—b++/A)/(2a) qui donne les racines d’un trindme du
second degré, que nous apprenons au lycée et qui était connue depuis 1’antiquité. Les
algébristes italiens de la fin de la renaissance, dont le plus célebre est Gerolamo Car-
dano (1501-1576), parvinrent a résoudre de maniere satisfaisante ce probleme dans le
cas des équations de degré 3 et 4. Plus de deux cent ans passerent sans que le degré
supérieur puisse €tre traité. En 1770, I’italien Joseph Louis Lagrange (1736-1813), un
des plus grands mathématiciens de son temps, observa que la possibilité d’exprimer les
solutions des équations polynomiales de degré < 4 étaient li€es a des propriétés des
permutations des racines. L’intérét qu’il porta a ces permutations le font considérer,
peut-€tre abusivement, comme un précurseur de la théorie des groupes. C’est un autre
mathématicien italien Paolo Ruffini[f](1765-1822) qui établit les premiers théorémes ty-
piques de la théorie des groupes. Il démontra presque completement, avant Niels Abel
(1802-1829) et Evariste Galois (1811-1832), I'impossibilité d’exprimer en général au
moyen de radicaux les racines des polyndmes de degré 5. Il introduisit par exemple la
notion d’ordre d’une permutation, obtint la décomposition en produit de cycles et des
résultats fins comme par exemple le fait que si G est un sous-groupe de S5 dont I’ordre
est divisible par 5 alors G contient un élément d’ordre 5. Ces travaux seront largement
généralisés par Cauchy (1789-1857) qui portera I’étude de S, bien au dela de ce qui est
présenté dans ce chapitre. Ce qui est dit jusqu’a présent ne concerne que les groupes de
permutations. Cayley (1821-1895) travaille en 1854 avec un concept de groupe abstrait
encore assez confus mais il réussit en utilisant des raisonnements typiques de I’actuelle
théorie élémentaire des groupes a décrire les groupes possibles d’ordre 6. Kronecker
(1823-1891) donne en 1870 une définition plus précise motivée par des questions de
théorie des nombres reprise par Weber (1882). Cette définition est encore insuffisante
comme le montre 1’exercice ci-dessous. La définition moderne est finalement présentée
en 1895 dans un libre du méme Weber.

E. 44 (Definition de Kronecker). Soit (G, ) un ensemble fini muni d’une loi interne associative
et commutative. On dit que G est un K-groupe si pour tous a,b et ¢ dans G on a ab = ac =
b = c. Montrer que G est un K-groupe si et seulement si G est un groupe. Montrer que cette
propriété ne serait pas vraie si on omettait I’hypothese que G est fini.

§ 10. EXERCICES ET PROBLEMES COMPLEMENTAIRES

45. Soit (G,*) un groupe. On définit une loi interne A sur G par aAb := bx*a, (G,o) est-il un
groupe ?

*. JJ O’Connor and E F Robertson, history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ruffini.html

[TH 46]
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46. Soient (G, =) un groupe et f une bijection de G dans G (f € S(G). On définit une nouvelle
loi e paraeb = f~'(f(a) * f(b)). Montrer que (G, ®) est un groupe. Est-il isomorphe 2 ((G, *) ?

47. Onnote Aff I’ensemble des applications affines non constantes de R dans R, autrement dit,

R — R

Aff:{f.x -ae]R*,beR}.

— ax+b’

Montrer Aff est un sous-groupe de S(R). Est-il commutatif ?

48. Soient (G,x*) et (W, L) deux groupes et X un ensemble non vide. On suppose que f est un
morphisme de G dans H. Construire un morphisme entre .7 (X, G) et .# (X, W). Voir I’exercice
6| pour la définition de .7 (X, G).

49. Montrer que s’il existe une bijection f entre deux ensembles Q et Q' alors les groupes S(Q)
et S(€') sont isomorphes. (Voir [1.8][(1.8.5)| pour la définition de S(€).)

50 (Sous-groupes remarquables de GL,). Dans la liste des ensembles ci-dessous déterminer
qui est sous-groupe (et sous-groupe distingué) de qui ? Tracer I’arbre correspondants (voir la

figure [2.3|[17)
(i) GL,(K), K =R,C,Q.
(i) SL,(K):= {M € M,(K) : detM = 1}, K =R, C, Q.
(iii) SL,(Z):={M € SL,(Q) : tous les coefficients de M sont dans Z}
(iv) Ou(R) :={A € My(R) :'A.A =1}
(v) Of(R):={A € 0,(R) : detA >0}
(vi) T,(K):={M € GL,(K) : M est triangulaire supérieure}, K =R, C, Q.
(vii) UT,(K) :={M € T, (K) : M a des 1 sur la diagonale}, K =R, C, Q.
51. Déterminer tous les morphismes continus de (R, +) dans (R*,-), puis tous les morphismes

continus de (R**,-) dans lui-méme. Un morphisme continu est un morphisme de groupe qui est
aussi une application continue R dans R dans le sens que 1’on étudie dans le cours d’analyse.

52 (Groupes diédraux de petits ordres).

A) Etude du groupe diédral Ds.
Dans le plan euclidien P on place les points M;, j = 0, 1,2 d’affixe respectif z; = exp(2ijx/3).
Ce sont les sommets d’un triangle équilatéral, voir la figure 2} On note T = {My,M;,M,} et on
appelle D3 I’ensemble des isométries du plan qui conservent 7 :

D;:={fels(P): f(T)=T}.

1) Montrer que D3 est un sous-groupe de (Is(P), o).
2) Montrer que D3 est formé de 6 éléments. Donner deux éléments a et b tels que D3 = (a,b).
3) Faire une table de Ds.

B) Etude du groupe diédral Dy
On considere maintenant les points N;, j = 0,1,2,3 d’affixe respectif z; = exp(2ijr/4). Ce
sont les sommets d’un carré, voir la figure 2l On note C = {Np,N;,N,,N3} et on appelle Dy
I’ensemble des isométries du plan qui conservent C :

Dy :={feIs(P): f(C)=C}.

[10.0:: 1] [TH 46]
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M, M

27/3

My Ny

FIGURE 2 — Les figures T et C

1) Montrer que D4 est un sous-groupe de (Is(P),o).
2) Montrer que D4 est formé de 8 éléments. Donner deux éléments a et b tels que D4y = (a,b).
3) Faire une table de Dy.

C) Les S3 et D3 sont-ils isomorphes ? Méme question avec S4 et Dy.

NOTE 8. — Plus généralement, si P, désigne le polygone régulier a n sommets, d’affixes respectifs
zj = exp(2ijm/n), j=0,...,n—1, on appelle D, le sous-groupe de Is(P) formé des isométries qui
laissent B, globalement invariant. D, contient 2n éléments, il est engendré par une rotation a d’ordre n et
une réflexion b vérifiant abab = e. (e est I'isométrie identique.)

53. Soient (G,-) un groupe et x,y deux éléments distincts de G, chacun différent de 1’élément
neutre. Montrer que si x> = e, y> = e et x-y = y-x alors H = {e,x,y,xy} est un sous-groupe de
G. Montrer que ce sous-groupe est isomorphe a U x Us,.

54. Montrer que si G est un groupe d’ordre 4 alors G est isomorphe a Us ou a U; x Us.
55. Déterminer tous les sous-groupes de U, x Uy.

56 (Centre d’un groupe). Soit (G, *) un groupe. On définit le sous-ensemble Z(G) par
Z(G)={ueG:gxu=uxgpourtoutg € G}

Autrement dit, u est un élément de Z(G) s’il commute avec rous les éléments de G.

A) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G. On ’appelle centre de G. A
quelle(s) condition(s) a-t-on G=Z(G) ?

B) Dans cette partie, on cherche Z(GL2(R)).
1) Soit

A= (i Z) € Z(GLs(R)).

En utilisant le fait que A commute avec les matrices J et K données par

=)« (o

[TH 46]
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montrer qu’nous avons nécessairementa =d etb =0 =c.
2) En déduire Z(GL,(R)).
C) Déterminer les centres des groupes diédraux D3 et D4 (voir exercice [52)).
D) Montrer que si ¢ est un isomorphisme de (G, ) sur (G’,0) alors ¢(Z(G)) = Z(G').

NOTE 9. — Déterminer, par exemple en utilisant une récurrence, le centre de GL,(R).
THEOREME 47. — Le centre de GL,(R), n > 2, est formé des matrice de la forme AI, A € R.

57. Soient (G,-) un groupe et H un sous-groupe de G. A-t-on nécessairement Z(H) = Z(G) N
H?

58. Montrer que si m et n sont deux entiers (positifs) premiers entre eux alors Uy, ~ U, X U,,.
Le résultat demeure-t-il si m et n ne sont plus supposés premiers entre eux ?

59. Soit (G,*) un groupe. On suppose que R est une relation d’équivalence sur G qui soit
compatible avec la loi , autrement dit aR b et a’ R}’ entraine @’ * aR b’ x b. Montrer qu’il existe
un sous-groupe distingué H de G tel que R = Ry.

INDI.. — On pourra considérer I’ensembles des éléments qui sont en relation avec eg.

60. Soit p un nombre premier. On définit I’ensemble QQ,, par

n

Qp::{m:mez,neN}.

Un élément de QQ,, s’appelle une fraction p-aire.

1) Montrer que Q,, est un sous-groupe de (Q,+).

2) Montrer que si p et p’ sont deux nombres premiers distincts alors il n’existe pas d’iso-
morphisme entre Q, et Q.
61. Soit p un nombre premier.

1) L’ensemble C,~ est défini par

pr = U::]Upn

2) Montrer que C,~ est un sous-groupe infini de (U, .) dont tous les éléments sont d’ordre
fini.

3) Est-il vrai que tous les sous-groupes de C,~ sont finis ?
62 (+—[60] & [6I). Soit p un nombre premier.

(i) Trouver un homomorphisme entre Q,, et C .

(ii) Montrer que Q,/Z ~ C =
63. Soit (G, *) un sous-groupe.

(a) Montrer que I'intersection d’une famille quelconque H; de sous-groupes distingués de
G est encore un sous-groupe distingué.

(b) En déduire la définition du sous-groupe distingué engendré par un sous-ensemble non
vide S de G. Ce sous-groupe est note (S)p.

(c) Montrer que

(S)p = <Ugl*S>kg>.

geG
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64 (< [50). Montrer que pour tout n > 2 nous avons T, (K)/UT,(K) ~ (K*)"

65. Montrer qu’il y a une bijection entre les sous-groupes de G qui contiennent H et les sous-
groupes de G/H.

66 (Le groupe affine). Soitn > 1et K =Q,R ouC. On dit que f : K" — K" est une application
affine de K” s’il existe un isomorphisme linéaire g de K" et un vecteur b de K" tels que f(x) =
g(x) + b pour tout x € K". L’ensemble des ces applications est noté Aff,(K). Il est muni de
la loi de composition des applications. Montrer que (Aff,(K),o) est un groupe et GL,(K) est
isomorphes a un des ses quotients (autrement dit il existe H < Aff,(K) tel que GL,(K) ~
AFE,(K)/H).

67. Soit (G,.) un groupe. On suppose que a € G est un élément d’ordre 2 et b un élément
d’ordre 3 tels que ab = ba. Ecrire la liste des éléments de (a,b) et montrer que (a,b) = (ab).
Généraliser au cas ou 2 est remplacé par s et 3 par ¢ avec s et ¢ premiers entre eux.

68. Soient s et t deux nombres premiers. Montrer que si G est un groupe commutatif d’ordre st
alors G est isomorphe a Uy x U,.

69. Dans le groupe GL,(IR) on considere les éléments a et b définis par

0 1 0 1
(5w ne(00).

Montrer que a est d’ordre 3 et b d’ordre 4 mais montrer que (a,b) contient une infinité
d’éléments.
70 (Recherche des générateurs de GL,(K), K=R,Q ou C.). Pour o € K et § € K* on définit
les matrices

ta(a) = <(1) ?),m(“): (é (1)>’d“ - (g (1)> et dn(P)= ((1) g)

1) siA= Z)

2) Montrer que si d # 0 alors
—b —c a-% 0
- )= d
l12<d>.A.t21<d> ( 0 d>

A€ (tj(a),di(B) : (a, B) € KxK")

calculer 7;;(@)A et At;j(o).

En déduire que

3) Montrer, en se ramenant au cas d # 0 que les t;;(ot),d;;(B) : (a0, B) € K x K* forment un
ensemble générateur de GL, (K).
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Introduction a la théorie des anneaux et des corps

§ 1. LA STRUCTURE D’ ANNEAU

1.1 Définitions

La plupart des propriétés des nombres entiers font intervenir a la fois 1’addition
et la multiplication. Il en est de méme des extensions successives de Z que sont Q,
R et C. Aussi est-il naturel de considérer une structure qui fasse intervenir deux lois
internes liées entre elles par les mémes type de regles que celles de I’arithmétique é1é-
mentaire. C’est la structure d’anneau que nous allons maintenant introduire. Les dé-
monstrations des propriétés élémentaires sont tres semblables a celles données dans le
cas des groupes.

Un ensemble non vide A muni de deux lois internes — que nous noterons toujours,
pour simplifier, 4 et - — est un anneau si

(i) (A,+) est un groupe commutatif,

(i1) la loi - est associative et elle est distributive (a droite et a gauche) par rapport a
la loi +, c’est-a-dire,

x-(y+z)=(x-y)+(x-2), x,y,z€A (distributivité a gauche),
(y+z)-x=(y-x)+(z-x), x,y,z€A (distributivité a droite).

Nous parlons alors de ’anneau (A, +,-) ou — s’il n’y a pas de doute possible sur les
lois que nous utilisons — simplement de 1’anneau A. La loi + est appelée ’addition de
A etlaloi - est appelée le produit ou la multiplication de A. L’ élément neutre de (A, +)
est toujours noté 0 — ou, s’il faut étre précis, 04 — et le symétrique de x € A pour la loi
+ est noté —x et parfois appelé I’opposé de x. Rappelons que la notation y — x signifie

alors y + (—x) (voir[L.9}]l).
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Citons immédiatement quelques exemples sur lesquels nous pourrons illustrer les
propriétés introduites plus avant. Le plus important de tous les anneaux est (Z,+,-). Le
lecteur est déja familier avec I’anneau (M,(K),+,-) (K = Q,R,C) formé des matrices
carrées a coefficients dans K avec 1’addition et la multiplication habituelle des matrices.
La plupart des familles fondamentales de fonctions étudiées en analyse forment aussi
des anneaux. Par exemple, si I est un intervalle de R, 1’ensemble C(/) des fonctions
continues sur / devient un anneau lorsqu’il est muni de 1’addition et de la multiplication
habituelle des fonctions. Les anneaux les plus importants, apres Z, sont les anneaux
de polynomes, une partie entiere sera consacrée a leur définition et a leurs propriétés
fondamentales.

1.2 Calcul dans les anneaux

La distributivité s’étend immédiatement en utilisant une démonstration par récur-
rence a un nombre quelconque de sommants. Ainsi, la distributivité a gauche donne
par exemple x- (a; +ax+---+a,) =x-a;+x-ax+---+x-a,. En utilisant a la fois la
distributivité a gauche et a droite, nous obtenons le développement

(by+---+by) (a1 +ay+--+a,) = ) bi-a; (1.1)
(i./)€Q(m) xQ(n)

ol Y cx a, désigne la I’addition de tous les éléments ay lorsque x parcourt X et Q(n) =
{1,2,...,n}. La distributivité est le seul axiome qui lie les deux opérations de I’anneau.
En réalité, dans I’arithmétique élémentaire des entiers naturels, la multiplication n’est
pas indépendante de 1’addition puisque le résultat de la multiplication d’un nombre n par
m est obtenu, par définition, en additionnant m fois le nombre n (ou encore, puisque 1’on
démontre que cela revient au méme, m fois le nombre 7). Puisque toutes les lois usuelles
sur Z C Q C R C C sont définies en étendant la loi correspondante sur 1’ensemble qui
le précede, il est clair que la multiplication usuelle des nombres complexes trouve son
origine dans I’addition des entiers naturels et la distributivité du produit par rapport a la
multiplication n’est qu’un reflet lointain du lien qui lie la définition de la multiplication
a celle de I’addition des entiers. La remarque vaut semble-t-il, pour pratiquement toutes,
sinon toutes, les lois d’anneaux qui ont quelque utilité en mathématiques. Cependant,
comme nous allons le voir, I’oubli de ce lien, ou plutot sa réduction a la seule propriété
de distributivité, éclaire plutdt qu’il n’obscurcit I’étude des propriétés de A en rapport
a ces deux lois. Signalons qu’il existe un anneau, sans intérét, dans lequel le lien est
limité (mais évident). C’est celui pour lequel le produit est défini par x-y = 04 pour tous
x,y € A. Un tel anneau est dit a multiplication nulle.

NOTE 10. — L’addition et le produit étant associatifs, conformément a ce qui est indiqué dans le théo-
reéme [[I] il est inutile d’employer des parentheéses dans les expressions qui font intervenir uniquement
le produit ou uniquement I’addition. Il en va différemment pour les expressions faisant intervenir a la

fois le produit et I’addition. Ainsi par exemple, a - b+ ¢ doit-il étre compris comme (a - b) 4 ¢ ou bien
a-(b+c) ? On convient généralement que les multiplications sont prioritaires (effectuées en premier) de

[TH 0]
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sorte que c’est la premiere valeur, (a-b) + ¢, qui est attribuée a a - b+ ¢. L’emploi de parenthéses reste
nécessaire si nous voulons considérer (a+ b) - c. Pour éviter toute confusion, il est préférable de maintenir
les parentheses dans tous les cas ou elles ne deviennent pas par trop encombrantes.

THEOREME 1. — Dans tout anneau (A, +, -), nous avons
(i) a-0=0=0-a, acA.
(ii) (—a)-b=a-(—b)=—(ab), a,b < A.

A cause de la premiere propriété, le neutre de la loi + est parfois appelé€ un élément
absorbant.

Démonstration. (i) Soita € A.Ona+0=a — a-(a+0)=a-a = a-a+a-0=
a-a = a-0=0. Pour la deuxieme implication nous avons utilisé la propriété de
distributivité. Nous montrons de méme que 0-a = 0 en partant de 0 +a = a.

(i) Soient a,b € A.Ona (a—a)-b=0-b=0ouencore (a+ (—a))-b =0 qui donne
en utilisant la distributivité a-b+ (—a)-b =0 = (—a)-b = —(a-b). Nous montrons
de la méme maniere que a- (—b) = —(a-b). |

Le théoréme entraine la régle de simplification des signes dans un anneau. Dans
tout anneau (A, +,-), nous avons

(—a)-(—=b) =a-b. (1.2)

En effet, en appliquant le point (ii) du théoreme avec —b a la place de b, nous
obtenons (—a)-(—b) =a-(—(=b))=a-b.

Si a et b commutent pour le produit, ¢’est-a-dire a-b = b - a, alors certaines identités
remarquables de I’arithmétique élémentaire demeurent vraies. Par exemple,

(a+b)>=(a+b)-(a+b)=(a+b)-a+(a+b)-b
—a-a+b-a+a-b+b-b=d>+2(a-b)+b* (13)
ol nous avons utilisé la distributivité dans les seconde et troisieme égalité et I’hypo-

these de commutation dans la derniere. Nous établissons facilement, par récurrence, la
formule du binome de Newton dans les anneaux

THEOREME 2. — Sia-b=b-a alors
n n . .
(a+b)" = Z ( ,)af b (1.4)
j=0 \J

L’hypothese de commutation est essentielle. Rappelons aussi que k = (;l) étant un
entier, 1’écriture (’;) a’ -b"~J désigne (a/ - b /) 4+ (a/ - b"T) (k fois).
E.71. Démontrer le théoréme

[1.3:: 0] [TH 2]
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1.3 Différents types d’anneaux

Soit (A,+,-) un anneau. Si le produit est une loi commutative, nous disons que
(A,+,-) est un anneau commutatif. Si cette méme loi admet un élément neutre, alors
appelé unité de A, — qui sera alors toujours noté 1, ou, s’il faut préciser, 14 — nous
disons que (A,+,-) est unitaire. L’anneau (Z,+, -) est commutatif et unitaire d’unité 1,
(M, (K),+,-) est unitaire, d’unité la matrice identité mais il n’est pas commutatif. Enfin
(A,+,-) est integre lorsque un produit a - b ne peut pas étre nul sans qu’au moins un des
facteurs a ou b le soit. Autrement dit (A, +,-) est integre sia-b =04 = a =04 ou
b = 04. Cette propriété est tres importante car elle permet de simplifier par des facteurs
communs non nuls. (Z,+,-) est integre, (M,(K),+,) n’est pas integre dés lors que
n>2.

a-x a-y

Si (A,+,) est integre alors { £ 0, } = x=y (1.5)

Eneffeta-x=a-y = a-x—a-y=04 = a-(x—y) = 04. Donc, puisque A est
integre un des deux facteur est nul. Comme a # 04, il ne peut s’agir que du facteur x —y
et x —y = 04 donne x = y. Naturellement, nous pouvons tirer la méme conclusion si le
facteur commun a dans (I.5) se trouve a droite de x et y. Lorsque nous écrivons x =y a
partir de a-x = a -y, nous disons que nous avons simplifié par le terme non nul a.

Une autre maniére de dire que ’anneau (A,+,-) est integre c’est de dire que les
applications x €A —a-x € A et x € A — x-a sont injectives des lors que a n’est pas
égal a 04.

Lorsque 04 peut s’écrire 04 = a - b avec a et b non nuls — c’est-a-dire différents de
04 — nous disons que a et b sont des diviseur de zéro. Un anneau intégre est donc un
anneau qui n’admet aucun diviseur de zéro.

E. 72. Trouver lorsque n = 2 des matrices a,b,c et d telles que a-b # b -a. En déduire des
contrexemples a la commutativité de M, (K) pour n > 1 quelconque.

s:pi09 E. 73. Montrer que toute matrice non inversible est un diviseur de zéro dans (M, (R),+,-). 52

NOTE 11. — Les anneaux non commutatifs sont difficiles a étudier et la plupart des anneaux qui ont
un intérét immédiat sont inteégres et unitaires. Certains auteurs appellent anneau ce qui est pour nous un
anneau unitaire.

1.4 Sous-anneaux

Soit (A, +,-) un anneau et B un sous-ensemble non vide de A, B est un sous-anneau
de A si

(i) a,pbeB =— a—beB,
(ii) a,beB = a-b € B.

Cela signifie que les restrictions des lois + et - a B sont des lois internes sur B et
que, muni des ces restrictions, B est lui-méme un anneau. Remarquons la premiere des

[TH 2]
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deux conditions ci-dessus dit exactement que B est un sous-groupe de (B, +).

Comme dans le cas des groupes, [’intersection d’une famille quelconque non vide
de sous-anneaux de A est encore un sous-anneau de A (exercice). En reprenant 1’idée
utilisée en théorie des groupes (I} #4.2)), étant donnée une partie non vide X de A, nous
définissons le sous-anneau de A engendré par X comme I’intersection de tous les sous-
anneaux de A qui contiennent X. C’est le plus petit sous-anneau de A contenant X. Cette
notion est, dans la théorie des anneaux, d’une importance limitée contrairement a ce qui
passe dans la théorie des groupes et dans celle des corps que nous verrons plus loin.

E. 74. Soit (A,+,-) un anneau et X un sous-ensemble non vide de A. Peut-on décrire les é1é-
ments du sous-anneau de A engendré par X comme nous 1’avons au théoreme [t {19] dans le cas
des groupes. $

1.5 Exemples

(1.5.1) (Z,+,-) est un sous-anneau de (Q,+,-) lui-méme sous-anneau de (C,+,-).
Pour tout n € N, nZ est sous-anneau (non unitaire) de (Z,+,-). Ce sont d’ailleurs les
seuls sous-anneaux de Z puisqu’un sous-anneau est, en particulier un sous-groupe de
(Z,+) et nous avons vu au théoréme : que tous les sous-groupes de Z sont de la
forme nZ.

E.75. Soitm € N*. Définissons Q, := {a/m" : (a,r) € Z x N}. (1) Montrer que Q, est un sous-
anneau de (Q,+,). (2) Montrer que le sous anneau de (Q,+,-) engendré par X = ZU {1/m}
n’est autre que I’anneau Q,.

(1.5.2) Soit (A,+,-) un anneau et X un ensemble quelconque non vide. L’ensemble des
applications de X dans A, noté .% (X,A), est un anneau lorsqu’il est muni de 1’addition
et du produit des applications

(f+8)x):=f(x)+glx), xeA4, (1.6)
(f-8)(x) == f(x)-g(x), xcA. (1.7)

Lorsque X est égal a A, cet anneau est noté .% (A). Si [ est un intervalle de R, I’ensemble
C(I) des fonctions continues sur / est un sous-anneau de .% (I,R). Il faut prendre garde
que dans les relations (I.6) et les symboles + et - dans les termes de droite ne
représentent pas les mémes lois que le symbole + et - dans les termes de gauches.

(1.5.3) Soient (A,+,) et (B,+,-) deux anneaux. Le produit cartésien A X B devient un
anneau avec les lois (a,b) + (d',b') := (a+d',b+ V) et (a,b)-(d',b') = (a-d',b- V).
Ici, nous utilisons trois fois les mémes symboles "+’ et *-”) pour désigner trois lois
différentes. Si A et B sont unitaires A X B ’est aussi, d’unité (14, 1p). Par contre A X
B n’est jamais un anneau integre, a moins que I'un des deux anneau ne soit réduit a
1’élément nul.

E. 76. Montrer que si (% (X,A),+,-) est integre si et seulement si A est intégre et X est réduit
a un seul élément.

[1.5:: 0] [TH 2]
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E.77. Soitd € N*. On note C?(I) I’ensemble des fonction d-fois dérivables sur I dont la dérivée
d-ieme est continue. Montrer que C?(I) est un sous-anneau de C(I). Est-il integre ?

1.6 Morphismes d’anneaux

Soient (A,+,-) et (B,+,-) deux anneaux et f une application de A dans B. Nous
disons que f est un morphisme d’anneau si

() fla+d) = fla)+ f(d), a.d €A:
(i) fla-a') = f(a)- f(a'). a,d’ € A.

Autrement dit, f doit respecter les deux lois de 1’anneau. Cependant, lorsque A et B sont
unitaires, nous rajoutons la condition

(i) f(14) =13

Comme dans le cas des groupes, on utilise les terminologies d’homomorphisme,
d’isomorphisme (morphisme bijectif), d’automorphisme (isomorphisme d’un anneau
sur lui-méme). Les morphismes sont en particulier des morphismes de groupes (de
(A,+) dans (B,+)) et les résultats sur les morphismes de groupes s’appliquent. Ainsi,
nous avons toujours toujours f(04) = Og (théoréme [[:{10) et pour tout n € Z, f(na) =
nf(a). En particulier f(—a) = —f(a). Pour qu’un morphisme d’anneau soit injectif,
il faut et il suffit que son noyau soit réduit au neutre 04 ou le noyau ker f est défini,
rappelons-le, par ker f := {a € A : f(a) = 0p}.
E. 78. L’ensemble image d’un morphisme d’anneau est un sous-anneau de 1’anneau d’arrivée.
E. 79. Déterminer tous les morphismes d’anneau de (Z,+,) dans lui-méme.

E. 80. Soit X € GL,(K). Montrer que I’application ¢y définie de M,,(K) dans lui-méme par la
relation ¢y (A) = XAX ! est un automorphisme de (M, (K),+,-).

§ 2. ELEMENTS INVERSIBLES D’UN ANNEAU UNITAIRE. CORPS

2.1 Le groupe des éléments inversibles

Soit (A,+,-) un anneau unitaire d’unité 1. Un élément a € A est dit inversible s’il
existe b € A tel que
a-b=b-a=1. 2.1

Cet élément b, s’il existe, est unique (voir[[}{1.7), c’est I’élément symétrique de a pour la
loi produit. Nous le notons a~! et ’appelons I’inverse de a. I’ anneau unitaire A compte
toujours au moins un élément inversible, I’unité 1 elle-méme, pour lequel 1~! = 1. Nous
désignerons par A* ou U(A) I’ensemble des éléments inversible de 1’anneau A. Puisque
(a_l)_1 —a,siac A*alorsa! € A*.

D’autre part, puisque pour tout a € A, a-04 = 04, I’élément 04 n’est jamais inver-
sible, a moins que 04 = 14. Mais, dans ce cas, pourtouta € A,a=a-14 =a-04 =04-.

[TH 2]
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Autrement dit, A est réduit a un seul élément 04 et les lois + et - sont définies par
04404 =04 et 04-04 = 04. Cet anneau trivial n’a évidemment aucun intérét.

NOTE 12. — Beaucoup de théorémes de la théorie des anneaux ne s’appliquent pas a cet anneau par-
ticulier. Des mathématiciens Iui ont donné le nom de nullring pour pouvoir facilement 1’exclure des

énoncés. Nous avons montré que dans tout anneau unitaire différent du nullring, 14 # 04. Un anneau a
multiplication nulle, s’il est différent du nullring, n’est jamais unitaire.

THEOREME 3. — L’ensemble A* des éléments inversibles d’un anneau unitaire (A, +,-)
muni de la multiplication de A forme un groupe.

Démonstration. Montrons que le produit de 1’anneau (rigoureusement, la restriction du
produit) est une loi interne sur A*. Pour cela, nous devons vérifierque sia € A* et b € A*
alors a-b € A*, autrement dit a - b est inversible. C’est bien le cas et 'inverse est b~ ! -q~!
car (a-b)-(b~'-a'y=14=(b"'-a"')-(a-b). Ensuite - est une loi associative sur
A* (car elle est déja associative sur A) ; elle admet un élément neutre (1I’unité 1) et tout
élément posséde un élément symétrique pour -, c’est la définition de A*. Cela montre
que (A*,-) est un groupe. [

Ce théoreme nous permettra d’utiliser les ressources du chapitre [I| pour étudier la
structure du groupe des éléments inversibles d’un anneau pour obtenir des résultats assez
profonds.

Exemple 1. Le tableau suivant indique le groupe des éléments inversibles de quelques
anneaux.

A A*=U(@)
Z  {—1,+1}
Q  Q\{o}
My(R)  GLu(R)

FZ(X,R) {fecF(XR):VreXf(x)#0}

E. 81. Soient A et B deux anneaux unitaires. Montrer que U(A x B) = U(A) x U(B).

E. 82. Soient A et B deux anneaux unitaires et f un morphisme de A dans B. Montrer que si
ac A* alors f(a) € B*et f(a™!) = [f(a)]~.

2.2 Définition d’un corps

Un anneau unitaire (F, +,-) dans lequel 1 # O et pour lequel F* = F /{0f} s’ap-
pelle un corps. Autrement dit, un corps est un anneau unitaire (non trivial) dans lequel
tous les éléments non nuls sont inversibles. Les corps ne sont donc que des anneaux uni-
taires particuliers. Un corps est toujours un anneau integre. En effet, dans un corps, les
conditions x-y = 0 et x # 0, y # 0 sont contradictoires : puisque x # 0, il est inversible
etalorsx-y=0 = x - (x-y)=x1.0=0 = y=0.

[2.2:: 0] [TH 4]
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Les deux corps les plus importants de 1’analyse sont (R, +,-) et (C,+,-). L’algebre,
par contre, utilise quantité d’autres familles de corps, a commencer par (Q,+,-), dont
nous étudierons par la suite quelques représentants.

THEOREME 4. — Si F] et F, sont deux corps et si f est un morphisme (d’anneaux
unitaires) entre F| et F, alors f est nécessairement injective.

Rappelons que la définition de morphisme d’anneaux unitaires requiert que I’image
de ’unité de I’anneau de départ soit 1’unité de 1’anneau d’arrivée, ici (15, ) = 1p,.

Démonstration. En effet, s’il existe x € ker f avec x # 0 nous avons f(x) =0, =
fx)-fx ) =0p = flx-x1)=0r = f(lp) =0p = lp, =0p et cela
contredit la fait que F> est un corps. [ |

Exemple 2. L’application qui a un nombre complexe z = x + iy fait correspondre son
conjugué 7 = x + iy est un automorphisme de (C,+,-).

E. 83. Déterminer 1’ensemble de tous les automorphismes de (C,+,-) qui coincident avec
I’identité sur R.

Il existe des corps non commutatifs (c’est-a-dire pour lesquels le produit n’est pas
une loi commutative). Le plus célebre est le corps des quaternions. Dans ce chapitre
nous considérerons seulement des corps commutatifs.

Dans un corps commutatif il est commode d’écrire a/b ou § ala place de a- b1
Nous disposons alors des regles de calcul suivantes, formellement identiques a celle de
I’arithmétique élémentaire,

a ¢ a-b a ¢ ad+bc
—_—— = — t — —_ = . 22
b'd bd S bTd- ba 2.2)
Démontrons la seconde formule.
g.g:a.bil_f_c.dil

=(a-d)-d' b +(c-b)-btd7!
=(a-d)-(b-d)" +(c-b)-(d-b)"
=(a-d+b-c)-(b-d)~" (carle produit est commutatif)
a-b+b-c

b-d

2.3 Sous-corps et sous-corps engendrés

Une partie non vide L de F est un sous-corps de F si

(1) x,yeL —= x—y€eF, x,yeL;
*. Voir aussi la note p-

[TH 4]
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(1) x,yeL = x-yeF, xyelL;

(iii) xe L\ {0} = x' €L,
ou les deux premieres conditions donnent simplement que L est un sous-anneau de L
tandis que la derniere dit que I’inverse de tout élément non nul de L (qui existe puisque

F est un corps) se trouve lui aussi dans L. Il est facile de vérifier (voir 2.1} {l) que ces
trois conditions sont équivalentes aux deux suivantes :

(iv) x,yeL = x—yE€F,
v) x,y€ L\{0} = x-y ' €F.
Remarquons que QQ est un sous-corps de R qui, a son tour est un sous-corps, de C. Un
sous-corps L de F contient toujours Or et 1 et plus généralement nlr pour tout n € Z.
Une famille quelconque non vide de sous-corps de F' est encore un sous-corps de
F. Si X est un sous-ensemble de F, nous désignons par (X) le sous-corps obtenu en

prenant I’intersection de tous les sous-corps de F' qui contiennent X. Le sous-corps de
R engendré par Z n’est autre que Q, autrement dit (Z) = Q.

2.4 Exemples de sous-corps : les corps quadratiques

Soit 6 un nombre rationnel positif qui ne soit pas le carré d’un rationnel c’est-a-dire

V6 # Q. Posons

Q(\/g) = {x+y\/§ cx,y€Q}, et (2.3)
Q(iVO) := {x+iyV6 : x,y € Q}. (2.4)

THEOREME 5. — Q(+/8) est un sous-corps de R et Q(iv/0) est un sous-corps de C.
Le premier est le sous-corps de R engendré par /0, ({+/6}) = Q(v/0) tandis que Ie
second est le sous-corps de C engendré par (iv/0), ({ivV/0}) = Q(iv/0).

Les corps Q(v/0) et Q(ir/0) s’appellent des corps quadratiques.
Nous nous contenterons de démontrer les assertions dans le cas de Q(v/6).

LEMME 1. — Six ety sont deux rationnels et & = x++/0y alors ot = 0 (si et) seulement
six=y=0.

Démonstration. Eneffet 6 =0 = x++/0y=0 = (x+v0y)(x—v0y) =0 =
x> —0y* = 0. Si y = 0 alors il vient immédiatement x = 0. Sinon, si y # 0 alors 6 =
(x/y)> = /6 = (x/y) ce qui contredit ’hypothese sur 6. ]

Démonstration du théoréme[3l Q(+/0) étant évidement un sous-ensemble non vide de
R, pour établir que c’est un sous-corps, nous devons montrer que si 8 = x+ yv/0 et

B = x' +'\/6 sont deux éléments quelconques de Q(1/8), alors 8 — B € Q(+/6) puis

[2.4:: 1I] [TH 5]
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0B~ € Q(+/6) des que B # 0 (c’est-a-dire, d’apres le lemme, X’ # 0 ou y’ # 0). Le
premier point est évident. Nous omettons sa vérification. Pour le second, nous avons

B x+yVO B (x+yV0)(xX' —y'/0) _xx'—0yy x'y—xy
oy _{_y/\/g - X2 + dy? R dy’? X2 4dy?”

6-p!

Nous obtenons une expression de la forme L + \/§D2 avec [J; des rationnels pour
i=1,2de sorte que 0 - B! est bien un élément de Q(1/0). Ceci achéve la démonstra-
tion que Q(v/0) est un sous-corps de R. Il reste i établir que Q(+/0) est le plus petit
sous-corps de R contenant v/6. Nous avons vu qu’un sous-corps de R contient néces-
sairement n =n- 1, n € Z donc aussi 1/s, s € N* et donc aussi tout élément de la forme
n/s. cela montre que le sous-corps engendré par V0 contient Q et aussi évidemment
v/0 donc tout élément de la forme x -+ y\/a, x,y € Q. Cela montre que (\/5) contient
Q(+/6). Puisque Q(+/6) est lui-méme un sous-corps de R contenant /6, nous avons
aussi (6) C Q(+/0) et I’égalité (v/0) = Q(+/0) se déduit de la double inclusion. |

Les corps quadratiques sont les exemples les plus simples de sous-corps de C construits
a partir d’une racine d’un polynéme a coefficients dans Q — ici le polynéme x> — 6 pour
Q(+/6) et x* + 6 pour Q(iv/6) — que nous rencontrerons plus avant.

E. 84. Déterminer tous les automorphismes du corps Q(+/d,+, -).

§ 3. L ANNEAU Z,

3.1 Construction

Soit n € N, n > 2. Nous avons vu dans [6.5}{ que nous pouvons munir Z, d’une loi
de groupe abélien cyclique jusqu’ici notée + pour laquelle 7+5 = r + 5. Pour simplifier
les notations, cette loi + sera maintenant notée 4, confondant ainsi les notation des
lois d’addition dans Z et Z,. Nous voulons maintenant construire une loi produit pour
définir une structure d’anneau sur Z,,. Il est bien naturel de vouloir suivre la méme idée
que pour la construction de 1’addition en proposant de définir la loi - comme suit :

Iy XLy — 7y
(C1,Ca) o ( n’importe quel n’importe quel ) 3.1
1,V2 ? :

représentant de Cy représentant de Cy

Juste comme pour la cas de 1’addition, nous devons vérifier que cette définition est
consistante, ¢’est-a-dire que le calcul de C; - C; ne dépend pas des représentants choisis.
Pour cela nous devons vérifier que I’implication suivante est vraie,

mi,s1 € Cy

1 . =cl(sy-57).
my,s2 € Cy } — c(m1 mz) c(s1 SZ)

[TH 5]
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Or
mp,s1€C; = mRuzs1 = s1—m €Enl = sy =m;+kn

my,sp €Cr, = s =my+kyn,

ce qui entraine
S1°8) = (M1 —|—k1n)(m2 —I—kzl’l) =mymy—+ (k2m1 +k1m2)n

et nous avons bien 515, —mmy € nZ soit cl(sys2) = el(mymy). La définition du produit
est donc consistante.
En particulier, sont valables les regles de calculs suivantes

cl(m)-cl(r) =cl(mr), m,reZ (3.2)
ou encore, en utilisant la notation ¢cl(m) = 7,
m-r=mr, m,r¢c L. (3.3)

Il découle facilement de ces relations que la loi - est associative et commutative et qu’elle
admet 1 comme élément neutre. Voici la table de multiplication dans Z4 et Zs.

|01 23 01234
0/0 000 0/0 0000
10123 11012 3 4
2102 0 2 2102 413
3|03 21 3|03 142

410 4321

Table de multiplication dans Z4 Table de multiplication dans Zs
THEOREME 6. — (Z,,+,-) est un anneau commutatif unitaire.

2N 2

Démonstration. Toutes les propriétés ont déja été établies exceptée la distributivité qui
découle aisément de la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition dans Z.
En effet

m-(F+s)=m-r+s=m(r+s)=mr+ms=mr+ms=m-7+m-s. W
En général, ’anneau Z, n’est pas intégre. Par exemple dans Z4 nous avons 2 # 0 et
pourtant 2.2=0.Plus généralement si n = nyny alors ny et iz sont des diviseurs de zéro
dans Z, car 71y - 713 = i1 = 0. Cela montre en particulier qu’une condition pour que Z,
soit integre est que n soit un nombre premier et dans ce cas nous allons voir que c’est
un corps.

[3.2:: 0] [TH 7]
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3.2 Le groupe des éléments inversibles de Z,

THEOREME 7. — Soit n > 2. Pour que 7 € U(Z,) il faut et il suffit que r et n soient
premiers entre eux.

Nous retrouvons la méme condition que celle donnée au théoreme [I: {31} Nous ren-
voyons au commentaire qui a été fait a la suite de 1’énoncé de ce résultat.

COROLLAIRE 8. — Soitn > 2.7 € U(Z,) si et seulement s’il est un générateur de du
groupe (Zp,+).

Démonstration du théoréme[/l Supposons d’abord que 7 soit inversible. Nous montrons
que n’importe quel représentant i de 7 est premier avec n. Par définition d’un élément
inversible, il existe 5 € Z, avec 5 # 0 tel que i -5 = 7-5 = 1 autrement dit ys — 1 =0
de sorte que n divise us — 1 ou s — 1 = kn soit us —kn = 1 ce qui implique, d’apres le
théoréeme de Bézout[I1{6] que i et n sont premiers entre eux. La réciproque est pratique-
ment identique, si r est un représentant quelconque de 7 premier avec n alors il existe
des entiers u et v tels que ur +vn = 1 d’ou nous tirons % - 7 = 1 qui donne I’inversibilité
de 7. [ |

Exemple 3. Le tableau suivant montre la liste des éléments inversibles et des inverses
de Z,, pour quelques valeurs de n.

no (xx 1l

2 (1,1)

3 (1,1),(2,2)

4 (1,1),(3,3)

5 (1,1),(2,3), (3,2), (4,4)
6 (1.1).(5.5)

Nous voyons que tous les éléments non nuls de Z,, Z3 et Zs sont tous inversibles
et ces anneaux forment donc des corps. La propriété sera vérifiée chaque fois que n est
premier.

E. 85. Déterminer les éléments inversibles de Z, et dans chaque cas donner les inverses.
E. 86. Est-il vrai que si 7 est un élément non inversible de Z, alors il est un diviseur de 0.

E. 87. Trouver un exemple d’anneau unitaire A qui n’est pas égal a la réunion de ses éléments

s:p.T09] inversibles et de ses diviseurs de 0. 5

Il y a encore une condition importante équivalente a celle d’engendrer (Z,,+) et
d’étre un élément de U(Z,). Soit f un morphisme de (Z,,+) puisque

G|

Y

fE=fA+---+1)=f1)+---+f(1)=a+---+a=a=a-

s fois s fois

[TH 8]
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ol a = f(1). Cela montre que tous endomorphismes de (Z,,+) sont de la forme f :5 €
2y, — sa € Zy ou a est-un élément quelconque de Z,,. Il est alors facile de déterminer
lesquels, parmi ces morphismes, sont des automorphismes. Puisque nous allons d’un
groupe fini dans lui-méme, un morphisme sera bijectif s’il est injectif c’est-a-dire si son
noyau se réduit a I’élément neutre (de (Z,,+)). Ici, f(5) = 0 équivaut a 5a = 0 c’est-2-
dire a n divise sa ou s et a sont deux représentants quelconque de s et a. Si a est premier
avec n alors n|sa entraine n|s ou s = 0 et I’application est bien injective. Par contre, si n
et a ont le diviseur d, 1 < d < n en commun alors, posant s = n/d, 5 est non nul et nous
avons f(5) = (a/d)n = 0 et I’application n’est pas injective.

THEOREME 9. — Le groupe (U(Zy,),-) est isomorphe au groupe (Aut(Z,,+),0).

Démonstration. Nous montrons que 1’application W qui a a € U(Z,) associe le mor-
phisme W; défini par
lPa(E) :5-3, EGZn,

est un isomorphisme entre (U(Z,), ) et (Aut(Z,,+), o). La discussion précédente montre
que ¥ prend bien ses valeurs dans Aut(Z,,+) et qu’elle est surjective. Il reste 2 montrer
que c’est bien un morphisme puis qu’il est injectif. La démonstration de ces deux points
est laissée en exercice. ¥ [ |

E. 88. Les groupes (Z,,+) et End(Z,,+) sont-ils isomorphes ?

3.3 Le corps Z,, p premier

Le théoreme précédent nous permet de trouver les premiers (et plus importants)
exemples de corps finis (ayant un nombre fini d’éléments).

THEOREME 10. — Si p > 2 est un nombre entier premier alors (Z,,+,-) est un corps
(commutatif).

La condition d’étre premier est en réalité nécessaire et suffisante puisque nous avons
vu au dessus que si n n’est pas premier alors Z, n’est pas integre ce qui rend impossible
qu’il soit un corps.

Démonstration. Nous devons vérifier que si 7 € Z), alors 7 est inversible. Or cela sera
le cas, d’apres le théoreme [/}, si r est premier avec p. Or p étant premier, r est premier
avec p a moins qu’il ne soit un multiple de p ce qui impossible puisque 7 # 0. [ |

Exemple 4. Le corps fini le plus simple est (Z,,+,-). Il est aussi trés utile, particulie-
rement dans les mathématiques appliquées a I’informatique. Nous avons Z; = {0, 1} et
les tables sont

+]0 1 |0 T
0/01 , 0/00
1|10 1/0 1
[3.3:: 1I] [TH 11]
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E. 89. Résoudre I’équation x> = 1 dans Zs et dans Z7.

Voici une conséquence du théoreme en arithmétique.

THEOREME 11. — Soient p premier et a € 7 tel que p fa. On a toujours
a =1 [p.
Autrement dit p divise toujours a’~' — 1 dés lors qu’il ne divise pas a.

Démonstration. Dire que a?~' =1 [p] c’est dire que a?~! =T dans le corps Zp, ou
encore en utilisant les propriétés des classes, @~ = 1. Maintenant puisque p ne divise
pas a, a est différent de 0 et donc appartient au groupe des éléments inversibles (Z )
qui est un groupe de cardinal p — 1. Donc, d’apres le corollaire du théoréme de
Lagrange, a’~! = 1. |

COROLLAIRE 12. — Si p est un nombre premier et a un entier quelconque alors p
divise a’ —a.

s:p.09 E. 90. Démontrer le corollaires”’.

HISTOIRE 2. — Ce théoréme, connu sous le nom de Petit théoreme de Fermat a été énoncé par Pierre de
Fermat en 1640. La formulation était la suivante

«Tout nombre premier mesure infailliblement une des puissances —1 de quelque progres-
sion que ce soit, et I’exposant de la dite puissance est sous multiple du nombre premier
donné —1 ; et apres qu’on a trouvé la premiere puissance qui satisfait a la question, toutes
celles dont les exposants sont multiples de I’exposant de la premiére satisfont tout de méme
la question.»

Si le lecteur réussi a le traduire en langage moderne, il verra que 1’énoncé de Fermat affirme un peu plus
que le théoreme [T1} C’est un exercice simple de démontrer cette information supplémentaire. Fermat
cependant n’accompagnait pas son énoncé d’une démonstration. La premiere démonstration est semble-
t-il due a L. Euler (1707-1783) qui I’obtint en 1736, ainsi que la généralisation donnée au paragraphe
suivant établie en 1760, par des méthodes assez techniques et assez éloignées de celles que nous donnons
ici. Le lecteur intéressé pourra consulter (Hardy & Wright 1979, Chap. VI) pour une présentation de la
méthode d’Euler et des informations plus détaillées sur son histoire.

E. 91. Cette exercice propose une autre démonstration du petit théoréme de Fermat. Considé-
rons I’application y : Z, — Z, définie par y(x) = a-x. Montrer que ¥ est une bijection et en
déduire d’abord que
X = H a-x,
xe(Zy)* x€(Zp)*
s: p.l09] puis le théoreme de Fermat. 58

3.4 DL’indicatrice d’Euler

La démonstration du théoreme [[ 1| repose entierement sur le théoréme de Lagrange
et n’utilise que la structure de groupe de (Z,)*. Or nous avons vu (Z,)* est un groupe,

[TH 12]
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que n soit premier ou non. Appelons ¢ (n) I’ordre de ce groupe. Le théoréme [7|nous dit
que

¢(n) =card{j € {l,...,n—1} : net jsont premiers entre eux }.
Nous avons ¢(2) =1, ¢(3) =2, ¢(4) =2, ¢(5) =5, ¢(6) = 1 et pour tout nombre
premier p, ¢(p) = p— 1. Le raisonnement utilisé dans la démonstration du théoréme
conduit immédiatement au suivant, connu comme le théoreme de Fermat généralisé.

THEOREME 13. — Soit n un entier positif et a un entier premier avec n. On a toujours

L’ application ¢ s’appelle I’indicatrice d’Euler. Le théoréeme précédent montre I’in-
térét qu’il y a a connaitre les valeurs de ¢. Celles-ci peuvent se déduire, au moins pour
des valeurs de n pas trop grandes des deux regles calculs qui suivent.

THEOREME 14. — Si p est un nombre premier et s € N* alors ¢ (p*) = p* — p*~ L.
Démonstration. Un entier de {1,..., p* — 1} ne sera pas premier avec p* si et seulement

s’il est un multiple de p. Ces multiples sont au nombre de p*~! — 1, ce sont les entiers
kpavec 1 <k<p ! —1.Tlsuitque p(p*)=(p*—1)—(p* ' =1)=p*—p~ . =

THEOREME 15. — Si m et n sont deux entiers premiers entre eux (pgcd(m,n) = 1)

alors ¢ (mn) = ¢(m)¢(n).

Une fonction satisfaisant cette propriété est dite multiplicative. La démonstration
du théoreme sera proposée en exercice.

3.5 Sous-corps premiers

Nous connaissons déja suffisamment d’éléments sur la théorie des corps pour décrire
en quelque sorte le coeur de n’importe quel corps, son sous-corps premier. Etant donné
un corps K, le sous-corps premier P(K) est le plus petit sous-corps de K. En d’autres
mots, c’est I’intersection de tous les sous-corps de K. Puisque tout sous-corps contient
I’unité 1k, P(K) n’est autre que le sous-corps de K engendré par I’ unité,

P(K) = (1).

S’agissant d’un corps, s’il contient 1, il contiendra aussi nlg, n € Z et les inverses de
ces éléments lorsqu’ils différent de Og. Deux cas de figures sont possibles.
(i) Soit (nlg) # Ok pour tout n € Z*,

(ii) soit il existe s € N* pour lequel s1x = Og. Ici, il est permis de supposer que s € N
puisque nlg =0 = (—n)lg = Og.

[3.5:: 0] [TH 15]


http://jeanpaulcalvi.com/univ.html

JEANPAULCALVI.COM/UNIV

72 II. INTRODUCTION A LA THEORIE DES ANNEAUX ET DES CORPS

Dans le premier cas, P(K) contiendra tous les éléments de la forme (nlg) - (mlg)~",
(n,m) € Z x Z*, dont nous vérifions aisément qu’ils forment un sous-corps de K. Il suit
que

P(K) = {(nlg)-(mlg)~! : (n,m) € Z x Z*}.

Si la seconde alternative se produit, I’ensemble des entiers {n € N* : nl; = 0} est
non vide et il contient par conséquent un plus petit élément. Appelons g ce plus petit
élément. Il ne peut étre qu’un nombre premier car si g se laisse factoriser ¢ = g1¢q» avec
chacun des ¢; plus plus petit que g alors

Ok = (q1k) = (q11k) - (q21k), 34

et puisque K, comme tout corps, est integre, nous en tirons g1 lx = Ox ou g2 1x = Ok ce
qui contredit la minimalité de g. Observons que le nombre premier g est supérieur ou
égal a 2 (puisque 1x = Og est impossible). Nous avons alors

P(K)={mlg : m=0,...,q—1}. (3.5)

La démonstration que P(K) est effectivement un sous-corps de K est laissée en exercice.
Ces considérations conduisent a la définition de la caractéristique d’un corps. Lorsque
le sous-corps premier de K est donné par (3.4) nous disons que K est un corps de ca-
ractéristique nulle. Lorsqu’au contraire P(K) est donné par (3.3)), nous disons que g est
la caractéristique de K. Remarquons que si K est se caractéristique g > 0, nous avons
gx = Og pour tout x € K,

car(K) =q = qx =0k, x€Kk. (3.6)

En effet gx = g(1xx) = (¢1x)x = Og. Lorsqu’il n’est pas nécessaire de spécifier la valeur
de g > 2, nous dirons simplement que nous avons a faire a un corps de caractéristique
positive.

THEOREME 16. — Tout sous-corps premier est isomorphe soit a (Q,+,-) soit a un
corps (Z4,+,-) ou1 q est un nombre premier.

Démonstration. Lorsque K est de caractéristique nulle, nous utilisons 1’application x :
n/me Q— (nlg)/(mlg)~! € P(K) tandis que lorsque K est de caractéristique ¢, nous
utilisons 1’application § € Z, — slgx € P(K). La démonstration du fait que ces applica-
tions sont bien définies et sont des isomorphismes est laissée en exercice. [ |

Tous les corps rencontrés jusqu’ici sont de caractéristique nulle a I’exception de Z,,
qui est de caractéristique p. Nous rencontrerons plus loin d’autres corps de caractéris-
tiques p. Un corps contenant un nombre fini d’éléments est nécessairement de carac-
téristique positive mais nous verrons qu’il existe des corps de caractéristique positive
contenant un nombre infini éléments. L’algebre des corps de caractéristique positive est
sensiblement différente de celle des corps de caractéristique nulle. Le résultat suivant
donnera une illustration de ces différences.

[TH 17]
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THEOREME 17. — Dans un corps (commutatif) K de caractéristique g > 0, la relation
suivante est vraie
(x+y)?=x1+y1, x,yeKk.

Puisque, le corps étant supposé commutatif, nous avons toujours (xy)? = x9y%, le
théoreme précédent montre que 1’application x — x? est un endomorphisme de K. Re-
marquons que dans le cas du seul corps de caractéristique ¢ > 0 que nous connaissons
jusqu’a présent, le théoreme est une conséquence immédiate du théoreme de Fermat qui
dit que x7 = x pour tout x € Z,. Un autre corps (infini) de caractéristique g sera donné a
la section [6.8|qui donnera un peu plus de substance a ce théoréme. Un corps contenant
9 éléments est construit a 1’exercice

Démonstration. Nous pouvons utiliser la formule du bindme du Newton du théoreme
pour écrire

q S q-1 S
(x4+y)1=Y] (‘{)xquj —xi4yi+ Y <q‘)xquj-
j=0 J j=1 J

Compte tenu de (3.6), pour établir la relation du théoreéme, il suffit d’établir que les

entiers N = (?) sont divisibles par ¢ pour tout j € {2,...,¢— 1}. Pour s’assurer de cette
propriété, remarquons que puisque j est non nul

JIN=q(qg—1)---(qg—j+1).

Piusque ¢ divise le terme de droite, il divise celui de gauche. Cependant, g|jIN = ¢|N
car j est plus petit que g et que celui-ci est un nombre premier. La propriété ¢| (3) est
établie et cela acheve la démonstration du théoreme. [ ]

§ 4. IDEAUX D’UN ANNEAU COMMUTATIF. ANNEAUX QUOTIENT

4.1 Vers la définition d’un idéal

Soient (A,+,-) un anneau commutatif et / un sous-groupe de (A,+). Puisque ce
dernier est un groupe commutatif, / est un sous-groupe distingué de A et nous pouvons
considérer le groupe quotient (A/I,+). Les éléments de A /I sont de la forme C =cl(a) =
a+I1={a+h:hel}etlaloi+ (précédemment notée +) sur A/I vérifie

cl(a) +cl(b) =cl(a+D)

et, plus généralement,

n’importe quel n’importe quel
Ci+C = d ported ported .
représentant de C; représentant de C;
T /!
loi + dans A/I loi + dans A
[4.1:: O] [TH 17]
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Il est bien naturel de vouloir définir une loi de produit sur A /I en utilisant la régle

AJIxA/l  — A/l
n’importe quel _ n’importe quel
(Cl ! CZ) d ( représentant de C; représentant de C, | © | 4.1)
/]\
loi produit dans A /I loi produit dans A

Pour que cette définition soit consistante, c¢’est-a-dire, qu’il soit effectivement possible
de choisir un représentant quelconque sans changer le résultat, il sera nécessaire que le
sous-groupe I satisfasse une condition que nous allons mettre en évidence maintenant.
Nous devons pouvoir étre siirs que si ¢l(a) = cl(b) et el(a’) = cl(V) alors cl(ad’) =
cl(bb'). Les hypotheses nous disent que a = b+i et ' = b' + i avec i,i’ € I de sorte
que ad’ = bb' +ib' +i'b+ii’. Pour avoir cl(aa") = cl(bb'), nous devons pouvoir affirmer
que ib' +i'b+ii’ € I. cette condition sera satisfaite si I’ensemble I possede la propriété
que tout élément de A multiplié par un élément de / est encore un élément de /. Nous
sommes ainsi conduit a poser la définition suivante. Un sous-groupe I de (A,+) est
appelé un idéal de ’anneau (A, +, -) lorsque pour tout a € I et tout i € I, nous avons ai €
1. Nous pourrions dire que les idéaux sont les sous-groupes de (A,+) qui sont absorbants
pour la multiplication. Avec cette terminologie, la discussion précédente nous a permis
d’établir le théoreme suivant. Remarquons que 1’ensemble réduit a 1’élément neutre 04
est toujours un idéal de A.

THEOREME 18. — Si I est un idéal de (A,+,-) alors Ia relation définit une loi
interne sur A /1.

E. 92. Pour que la propriété de consistance soit satisfaite, nous avons dit qu’il suffisait que A
s: p.[T09] soit un idéal. Montrer qu’en réalité la condition est aussi nécessaire. 5

Le démonstration du théoreme suivant est bien simple. Elle est laissée en exercice.

s:p[T9) THEOREME 19. — Tout idéal I de A est un sous-anneau de A. 51°

Nous verrons dans la section suivante des exemples de sous-anneaux qui ne sont pas
des idéaux.

4.2 Exemple d’idéaux

(4.2.1) Idéaux principaux. 11 a profusion d’idéaux dans presque tous les anneaux. Pre-
nons en effet un a un élément non nul de (A, +,-) alors I’ensemble des multiples de a,
que nous noterons (a),

(a) ={xa : x€ A}

forme un idéal de A. 1l est appelé I’idéal principal engendré par a. Ces idéaux forment
la classe la plus simple d’idéaux et c’est la seule qui jouera un rdle substantiel dans ce
chapitre.

[TH 19]
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E.93. Soit 7 unidéal de A et a € A. Montrer que (a) C I. 51!
E.94. Soienta et b deux éléments non nuls d’un anneau intégre commutatif unitaire A. Montrer
que (a) = (b) si et seulement s’il existe ¢ € A* tel que a = cb. ¥!2

Lorsque tous les idéaux de A sont des idéaux principaux, nous disons que 1’anneau
A est principal. Les anneaux principaux sont rares mais ils jouent un role essentiels a
commencer par le suivant.

THEOREME 20. — Les idéaux de (Z,+, -) sont les ensembles nZ, n € N. En particulier
Z, est un anneau principal.

Démonstration. Soit I un idéal de (Z,+,-). Puisque I est en particulier un sous-anneau
de Z, en vue de ((1.5.1)), il existe n € Z tel que I = nZ = (n). Réciproquement tout
ensemble (n) est un idéal de Z. ]

(4.2.2) Idéaux de type fini. Ce que nous avons fait avec un seul éléments peut-étre avec
une famille finie d’éléments. Ainsi, si ay,...,as sont s éléments de A, nous posons

(ay,an,...,as) = {x1a1 +xpa2 + - x5a5 : (x1,x2,...,x5) € A’}

Cet ensemble est un idéal de A que nous appelons 1’idéal engendré par ay,...a;. Nous
disons que c’est un idéal de type fini. Les idéaux principaux sont les idéaux de types
finis les plus simples. Ces idéaux jouent un role fondamental dans I’étude des anneaux
de polyndmes de plusieurs variables lesquels sont au coeur d’une branche maitresse
des mathématiques, la géométrie algébrique dont 1’objet est 1’étude des ensembles dé-
finis par des équations polynomiales, dont les exemples les plus élémentaires sont les
coniques (ellipse, hyperbole) dans le plan.

(4.2.3) Noyau des morphismes.

THEOREME 21. — Soient (A,+,-) et (B,+,-) deux anneaux commutatifs et f :A — B
un morphisme d’anneaux. Le noyau ker f est un idéal de A.

Démonstration. Nous savons déja que ker f est un sous-groupe de (A,+). Ensuite si
x€Aeta € kerf alors f(xa) = f(x)f(a) = f(x)04 = 04 ce qui montre que xa € ker f,
ce qu’il fallait montrer. [ |

E.95. Montrer que si K est un corps alors K contient seulement deux idéaux : le singleton {Og }
et K lui-méme.

Cet exercice fournit quantité de sous-anneaux qui ne sont pas des idéaux, par exemple
Z est un sous-anneau de (Q, +,-) mais n’est pas un idéal de Q.

NOTE 13. — Il n’est pas difficile de définir un idéal dans un anneau non commutatif (c’est simplement
inutile pour nous). Dans un anneau non commutatif, nous devons exiger que xa et ax soient des éléments
de I dés que x € A et a € 1, la premiere condition n’entrainant pas la seconde (trouver un exemple®13).

[4.3:: 0] [TH 22]
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4.3 Anneaux quotients

THEOREME 22. — Soit (A, +, ) un anneau commutatif et [ un idéal de A alors (A/1,+,-)
oll + et - sont définies comme ci-dessus est un anneau commutatif. Si A est unitaire alors
A/I est aussi unitaire et 1, /; = cl(14).

Comme dans le cas des groupes et celui de Z,,, nous noterons généralement la classe
de a par a plutdt que cl(a). On trouve aussi dans la littérature la notation .

Démonstration. Toutes les propriétés requises découlent des relations cl(a+b) = cl(a) +
cl(b) etel(a-b) =cl(a) - cl(b). |

THEOREME 23. — Soient (A,+,-) et (B,+,-) deux anneaux commutatifs et f : A — B
un morphisme d’anneaux. 1l existe un (unique) isomorphisme d’anneau y: A/ker f —
f(A) tel que f = 7yos ou s est la surjection canonique de A sur A/ker f. Nous avons
donc

A
~ f(A).
Démonstration. Le théoréme d’isomorphisme donne toutes les propriétés énoncés
exceptée le fait que Y soit un isomorphisme d’anneau plutdt que simplement de groupe.

La condition manquante est y(a-b) = y(a) - y(b) oli, comme il montré dans la démons-
tration du théoréme y(@) = f(a). La relation découle alors de la relation

Y@ b) =y(cla b)) = f(ab) = f(a)f(b) = y(a)y(h). ™

Exemple 5. Soit K un corps de caractéristique ¢ > 2. L’application f:s € Z — slx € K
est un morphisme d’anneau dont le noyau est ¢gZ. En effet, f(s) =0 — slp =0 et
écrivant s = gr+t avect € {0,...,q— 1}, il vient Ox = r(qlx) +t1x =tk et comme g
est le plus petit entier positif satisfaisant glx = 0 il vientr = 0 et s € gZ. Le théoréme
d’isomorphisme ci-dessus nous dit que Z/gZ = (Z,) est isomorphe a f(Z). Puisque ¢
est premier Z, est un corps et donc aussi f(Z,). Tout corps contenant 1x contiendra
f(Z) et il s’ensuit que le sous-corps premier P(K) est f(Zy).

§ 5. LE CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU INTEGRE

5.1 Introduction

Chaque fois que les mathématiciens se sentirent a 1’étroit, dans un certain sens, dans
un ensemble de nombres, ils imaginerent une nouvelle famille de nombre dans laquelle
ils apprirent petit a petit a se mouvoir jusqu’a ce qu’ils en maitrisent parfaitement le ma-
niement et que d’autres en construisent une définition — a posteriori — qui répondaient

[TH 23]

0.6.2 Ul


http://jeanpaulcalvi.com/univ.html

JEANPAULCALVI.COM/UNIV

5. LE CORPS DES FRACTIONS D’ UN ANNEAU INTEGRE 77

aux canons de leur époque. Le prototype de ce processus d’extension de I’espace numé-
rique est celui qui commande le passage de 1’ensemble des entiers (Z) a celui des frac-
tions rationnelles (QQ). Le probleme, c’est qu’il n’est en général pas possible de résoudre
des équations de la forme bx = a dans Z. De nombreuses raisons pratiques nécessi-
taient pourtant la résolution de ces questions, typiquement des questions de partages de
biens, et la solution d’un telle équation avait bien souvent une signification physique tres
claire a la mesure de laquelle il suffisait d’attribuer en somme une étiquette, disons 1’ éti-
quette (b,a) pour la solution de bx = a. Simplement le calcul sur ces nouveaux nombres
étaient loin d’étre évident et il est encore aujourd’hui bien loin de I’étre pour les collé-
giens. Remarquons d’abord que, puisque I’équation Ox = a ne saurait avoir de solution
unique, il fallait exclure que b puisse prendre la valeur nulle. Ensuite, puisque 1’équa-
tion abx = aa doit certainement posséder la méme solution que ax = b, il fallait que le
symbole (oa, ab) désigne le méme objet que (a,b). Des régles de calcul strictes sont
aussi imposées par la signification de notre étiquette. Si (a,b) est solution de bx = a et
(¢,d) est solution de dy = c alors xy, a supposer que nous puissions former un produit,
devra étre solution de (ab)z = cd de sorte qu’il faudra poser (a,b) - (¢,d) = (ab,cd).
De la méme maniere, si bx = a et dx = ¢ alors, en multipliant la premiere équation
par d et la seconde par b puis en additionnant les deux relations obtenues, il vient
bd(x+y) = ad + bc de sorte qu’il nous faudra poser (a,b) + (¢,d) = (ad 4 bc,bd).
Il n’est nullement évident qu’avec cette derniere, nous obtenons un ensemble de regles
complets et non plus que celles-ci sont compatibles entre elles. Nous allons voir dans
cette partie et dans un cadre plus général que la réponse est positive. Peut-€tre le lecteur
doute-t-il que le probleme que nous évoquons ici soit en rapport avec le sujet de ce cha-
pitre. En réalité, si a et b sont des éléments d’un anneau A, avec b # 04, la solution de
bx = a sera donnée par x = b~ 'a si b € A* et si b n’est pas inversible dans A, il pourrait
bien I’étre dans un corps Q contenant A, tout comme 2 n’est pas inversible dans Z mais
I’est dans Q. Etant donné un anneau commutatif inteégre et unitaire, le probléme consiste
ainsi a construire un corps Q qui contiendra A. Si nous voulons, comme il est naturel,
agrandir notre ensemble A de la maniere la plus économique possible, nous devrons
proposer un corps Q le plus petit possible.

5.2 Construction

Soit A un anneau (commutatif unitaire) integre. Suivant le raisonnement esquissé
dans la partie précédente, nous considérons le produit cartésien A x A? o A =A/{0,},
et définissons la relation R sur A x A? par

(a,b)R(c,d) si ad—bc=0, (a,b),;(c,d)ecAxA".
THEOREME 24. — Le relation R est une relation d’équivalence sur A x A°.

La vérification de cette propriété est laissée en exercice. Limitons-nous a observer
qu’il s’agit d’une relation d’équivalente dont la nature est bien différente de celle que

[5.2:: 0] [TH 24]
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nous avons rencontrées dans les parties précédentes. La premicre différence fondamen-
tale, c’est que cette relation n’est pas définie sur A mais bien sur le produit cartésien
A x A dans lequel I’ordre des ensembles a toute son importance.

La classe d’équivalence d’un élément (a,b) € A x A” sera notée 5+ Nous avons donc

a
1 b)) :=—.
cln((a,b)) = ;
C’est I’ensemble de ces classes d’équivalence que nous noterons Q(A), i.e.

a
me:{gzaembeAﬂ.
Nous allons définir des lois + et - sur Q(A). Si la nature des classes d’équivalence est
différente de celle que nous avons considérées précédemment, se posera exactement la
méme question de la consistance des définitions. Si (a,b) est n’importe quel représen-
tant de C; et (c,d) n’importe quel représentant de C, alors nous posons

C; +Cy :=cl(ad + bc, bd) (5.1)
Cy-Cp:=cl(ac,bd). (5.2)
Autrement dit,
a c ad + bc
a c ac
— == 4
b d bd 54

Ces formules sont les seules possibles comme le montre le raisonnement présenté dans
I’introduction. Pour montrer la consistance de la définition que nous venons de poser,
nous devons garantir I’indépendance du résultat quant au choix des représentants. Pré-

cisément, si
/ /

a_a  c_c¢
b b © dd
alors il s’agit de vérifier que
ad+bc dd +b'c o ab _d'b
bd — bd cd cd’

Nous laissons encore au lecteur le soin d’effectuer les calculs nécessaires.
THEOREME 25. — Les relations (5.1)) et définissent des lois internes sur Q(A).

THEOREME 26. — (Q(A),+,) est un corps commutatif avec Og ) = % et L) = 1.

[TH 26]
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Le corps Q(A) s’appelle le corps des fractions de 1’anneau integre A.

Nous voulions aussi que notre corps (Q(A) contiennent A — on dit qu’il forme une
extension de I’anneau A. Les éléments de Q(A) étant des classes d’équivalence d’une
relation sur A x A?, cela ne peut se faire que par I’entremise d’un artifice formel qui est
généralement justifié par le raisonnement suivant. Considérons 1’application

Q:acA—(aly) € O(A).

Il est bien facile de vérifier que @ est un morphisme d’anneaux unitaires et qu’il est in-
jectif, de sorte que A est isomorphe a son image ¢(A). On décide alors de confondre
— certains disent d’identifier — A et son image[] de sorte que a est confondu avec
cl(a,14) = ﬁ pour écrire a = % Cette identification étant faite, nous pouvons dire
que le neutre et I’unité de Q(A) sont les mémes que le neutre et I’unité de A.

Exemple 6. Puisque nous avons exactement reproduit le passage de Z a Q, le lecteur
ne sera pas surpris de lire que Q(Z) = Q. Un autre exemple de coprs de fraction sera
présenté plus bas apres que nous aurons défini les anneaux de polynomes.

5.3 La minimalité de Q(A)

Au moment de poser le probleme, nous demandions de construire le plus petit corps
contenant A. Si la propriété était comprise dans un sens étroit, il faudrait établir que si
K est un corps contenant A alors Q(A) C K. Cependant comme il est évident a la lec-
ture de la construction de Q(A) la notion d’inclusion lorsqu’elle concerne les structures
algébriques n’a pas de sens treés profond. L’anneau A n’a lui-méme été vu comme un
sous-ensemble de Q(A) que grice a I’intervention d’un morphisme bien choisi. Nous
devons établir une condition de minimalité a morphisme prés comme dans le théoreme
suivant.

THEOREME 27. — Soient A un anneau commutatif intégre et unitaire et K un corps.
S’il existe un morphisme d’anneaux injectif ¢ : A — K alors il existe un morphisme
¥ : Q(A) — K tel que la restriction de y 4 A coincide avec ¢.

Nous disons que tout morphisme injectif de A dans K se prolonge en un morphisme
de Q(A) dans K. Rappelons qu’en vue du théoréme {4} tout morphisme d’un corps dans
un autre est nécessairement injectif.

Démonstration. 11 suffit de définir y sur Q(A) par la relation ¥ (%) = ¢(a)(¢ (b))~
Comme d’habitude, cette définition souleve une question de consistance — (a,b) n’est
qu’un représentant parmi tant de cl(a,b) = § — qu’il faudra régler avant tout calcul. ®

*. Plusieurs autres identifications du mé&me type seront faites par la suite, notamment en et
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§ 6. ANNEAUX DE POLYNOMES

6.1 Introduction

Les polyndmes ou fonctions polynomiales sont certainement treés familieres a n’im-
porte quel lecteur de ce texte. Elle s’obtiennent a partir des fonctions affines x — ax+b
par multiplication et additions successives pour arriver a une expression de la forme
X+ apX* 4 ---a1x + ag. Elles sont en particulier des combinaisons linéaires des fonc-
tions, appelées monomes, x — x"*, n = 0,1,.... Le mondme x — x" est dit de degré n
et le degré d’une fonction polynomiale est le plus grand degré des mondmes qui inter-
viennent dans sa définition. Les a; intervenant dans la définition sont appelés les coeffi-
cients de la fonction polynomiale. Ici, en parlant de la fonction x — a,x" + - - -a;x + ag,
nous avons omis, ce qui est une erreur, de préciser I’ensemble de départ (et d’arrivée).
Jusqu’a présent le lecteur a vraisemblablement travaillé uniquement avec des fonctions
polynomiales définies pour un x réel ou complexe. Depuis la fin de ses études secon-
daires, le lecteur connait ou sait redémontrer toutes les propriétés utiles des polyndmes
de degré au plus deux. Il connait aussi le principe fondamental qui dit que deux fonc-
tions polynomiales sont égales si et seulement si elles posseédent les mémes coefficients.
Or pour calculer a,x" + ---ajx + ap, il suffit de disposer d’un produit (pour calculer
x' puis a;x’) et une somme pour additionner les termes a;x’. De telles fonctions sont
donc naturellement définies pour x et les @¢; dans un méme anneau A (que nous sup-
poserons toujours commutatif) et c’est naturellement la raison pour laquelle leur étude
apparait a ce moment précis du texte. Cependant, I’extension des ces fonctions a un
anneau commutatif arbitraire souleve des difficultés qu’il était difficile de soupgonner
lorsque nous nous limitions aux nombres réels ou complexes. Considérons par exemple
la fonction polynomiales définie sur le corps (Zy,+,-) par p : x € Zy — 1x> 4 1x. Nous
avons p(0) =0 et p(1) = 0 de sorte que p est la fonction constante égale a 0 et coincide
donc avec la fonction polynomiale N : x € Z, — 0 € Z,. La régle fondamentale qui nous
disait que les coefficients déterminaient de maniere unique la fonction polynomiale ne
demeure donc plus et nous sommes mis devant I’alternative suivante : renoncer au prin-
cipe ou modifier la définition en sorte qu’il soit maintenu. Il se trouve qu’il est plus utile
et plus fécond de conserver le principe. Il faut alors introduire une distinction entre les
fonctions polynomiales et les polyndomes lesquels seront exclusivement définis par la
donnée de leurs coefficients. Une conséquence regrettable est que la définition devient
formellement lourde et les vérifications des axiomes d’anneaux désagréables sans étre
instructives.

6.2 Définitions

Puisque nous voulons définir un polyndme par la seule donnée de ces coefficients, un
polyndme doit étre simplement définie comme la famille de ses coefficients. La position
du coefficient jouant un role essentiel, ces familles devront €tre ordonnées. La difficulté
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provient du fait que le nombre de coefficients, quoique toujours fini, varie en fonction
du polyndme. Nous procéderons comme suit.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Une suite d’éléments de A est une fonction
s de N dans A. Elle est souvent représentée sous la forme (s[0],s[1],s[2],...). Nous
disons que cette suite est a support fini si s[n] = 0 pour n assez grand. Par exemple
(04,14,04,04,...) est une suite a support fini puisque tous les termes sont nuls a partir
du troisieme. Nous appellerons polyndome a coefficients dans A toute suite de A a sup-
port fini. Cet ensemble est muni d’un loi d’addition (+) et d’une loi produit (-) définies
comme suit. Si py et pp sont deux polyndmes alors

(1) p1+ p2 estle polyndome défini par
(p1+p2)[n] = piln] + p2[n], neN.

(i1) pq - pa est le polyndme défini par

(p1-p2)n] = im[i]pz[n—i], neN.
i=0

L’ensemble des polynomes sera provisoirement noté &7,.

THEOREME 28. — Soit (A, +, ) un anneau commutatif unitaire. (4], +,-) est un an-
neau commutatif unitaire avec 05, = (04,04,...) et 15, = (14,04,04,...).

Nous voudrions aussi que nos polyndmes contiennent les éléments de A aussi bien
pour fournir I’analogue des fonctions polynomiales constantes que pour pouvoir mul-
tiplier un polyndme par un élément de A. Les €léments de &4 étant des suites, nous
ferons a nouveau appel a I’artifice employé dans la section précédente lorsque voulions
regarder A comme un sous-anneau du corps des fractions Q(A). Ici, nous considérons
’application

Q:acA— (a,04,04,...) € Py.

Il est bien facile de vérifier que @ est un morphisme d’anneaux unitaires et qu’il est
injectif, de sorte que A est isomorphe a son image ¢(A). On décide alors de confondre
A et son image, de sorte que a = (a,04,04,. .. ).Nous pouvons ainsi écrire

OA[X} =04 et lA[X} =14.

L’anneau A étant devenu un sous-anneau de Py, il est désormais possible de calculer le
produit d’un élément de A par un polyndme. Nous appellerons X le polyndme particulier

X = (04,14,04,04,...).

*. Une autre identification du mé&me type sera faite en
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La définition du produit de deux polyndmes donne rapidement
2
X = (OA7OA7 1A70A70A7 .. ')7
et plus généralement nous établissons par un raisonnement par récurrence que
Xn:(OA,OA,...,OA, 1 ,OA,OA,...), ne N*,
~—
n+ 1-eme place
Nous avons alors
aX”:(a,OA,OA,...)-(OA,OA,...,OA, lA ,OA,0A7...)

n+ 1-eme place

:(OA,OA,...,OA, a ,OA,OA,...).
n+ 1-eme place

Il suit que si P = (ag,ay,-..,an,04,04,...) alors

n
P= Z(ao,al,...,an,OA,OA,...)

i=0

n

= Z(OA,OA,...,OA, aj ,OA,OA,...)
~—~

s
/ itl
n .
= Z anJ,
Jj=0
et nous avons ainsi le théoréme suivant.
THEOREME 29. — Soit P un polynéme. Il existe n € N et des éléments ay,ay, ...

A tels que P s’écrive
n .
P=ag+a;X +aX*+ - +a,X" = ZaiX’.
i=0

De plus si
n . m .
P=YaX e P=) bX
i=0 i=0
sont deux écritures de P € £y, avec disons n < m, alors nécessairement

ai=bjpour0<i<netb;=04 pourn <i<m.

Cela signifie que, si nous enlevons les termes nuls inutiles, I’écriture P = ap + a1 X +

arX?+ -+ a,X" est unique.

[TH 29]
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Le principe que nous voulions maintenir est donc intrinseque a la définition d’un
polynéme. Le théoréme justifie aussi la notation A[X] que nous utiliserons & partir de
maintenant pour désigner I’ensemble des polyndomes Z4. Les éléments a; dans
s’appelle les coefficients du polyndme P. Conformément a la définition d’un polyndme,
nous avons a; = P[i]. S’il faut étre précis nous disons que a; est de coefficient de X’
dans P. La plus grande valeur de n pour lequel a, est non nul dans s’appelle le
degré de P et est noté deg(P). Le coefficient a, correspondant s’appelle le coefficient
dominant de P. Il est noté dom(P). Les polyndmes particuliers M,, = X" (= 14,X") sont
des monomes. Trés souvent, le polyndme P dans sera aussi désigné comme le
polynéme P(X).

6.3 Le degré

Le polynéme X est parfois appelé I'indéterminée et I’anneau A[X]| est parfois dé-
crit dans la littérature comme comme 1’anneau des polyndmes a coefficients dans A en
I’indéterminée X.

THEOREME 30. — SiP,T € A[X| deg(P+T) < max(deg(P),deg(Q)) et I’égalité a lieu
deés lors que dom(P) # —dom(Q).

Avec la convention deg(0) = —eo, la formule (6.2)) ci-dessus reste vraie lorsque P =0
ouQ=0.

THEOREME 31. — Si I’anneau commutatif unitaire A est intégre alors A[X] est aussi
integre et
deg(PT) = deg(P) +deg(T). (6.2)

Démonstration. Soient P; = ZT:lO a; X/ et P, = Z;Zo b ;X7 avec ay, # 0 et by, # 0 deux
polyndmes non nuls. Nous montrons que le produit P; - P, ne peut étre nul ce qui établira
I’intégrité de I’anneau. D’apres la définition de I’anneau, nous avons

my+mpy—1 .
(Pi-Py) = amyam,X™ ™+ Y (P-Py)[j)X7.
j=0
Puisque A est integre et que les coefficients a,,, et b, sont non nuls leur prouit I’est
aussi et (P - P5) est non nul puisqu’il a un coefficient non nul. La relation sur le degré
découle aussi de 1’expression ci-dessus. [ |

THEOREME 32. — Si I’anneau commutatif unitaire A est intégre alors (A[X])* = A*.

Démonstration. Linclusion A* C (A[X])* est évidente. Nous montrons que si degP > 1
alors P n’est pas inversible. En effet, s’il 1’était nous aurions une relation PQ = 14 qui
entrainerait deg(P) + deg(Q) = 0 ce qui est impossible. [

E. 96. Montrer que le résultat n’est plus sans I’hypothése que A est intégre en trouvant un
polynome de degré 1 inversible dans Zg[X]. 514
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6.4 Polynomes et fonctions polynomiales

Ayant une idée claire de ce qu’est un polyndme, nous pouvons maintenant définir
ce qu’est la fonction polynomiale associée a un polynomiale et mettre en évidence la
différence entre les deux objets. Soit A un anneau commutatif unitaire. A tout polyndme
P e A[X],P=ap+ a1 X + -+ a,X", nous faisons correspondre une fonction polyno-
miale P : A — A définie par

P(t) =ap+ait+---+aut", teA.

Par exemple, au polyndme nul P = 0 correspond la fonction constante nulle et au po-
lyndme P = X correspond la fonction identité de A. Plus généralement, au polyndme
(X —a)" correspond la fonction x € A — (x —a)". Notant .% (A) I’anneau des fonctions
de A dans A (muni de la somme et du produit habituel des fonctions), voir ((1.5.2)).

THEOREME 33. — L’application
AN — F@)
A p P

est un morphisme d’anneau.

L’ensemble image F4 (A[X]) est formé de toutes les fonctions polynomiales et c’est
un sous-anneau de .% (A). Le théoréme d’isomorphisme nous dit alors que

A[X]/kerFy ~ F4(A[X])

qui signifie que les fonctions polynomiales sont en bijection avec les polyndmes si et
seulement si le noyau kerF4 se réduit au polyndme nul. Nous mettrons plus loin en
évidence le cas de figure le plus général pour lequel cette condition est satisfaite.

Nous noterons par la suite P(z) plutét que P(¢). C’est un raccourci commode mais
auquel il faut prendre garde.

E. 97. Montrer que lorsque A = Z; alors F4(A[X]) n’est constitué que de quatre éléments.
s:15

6.5 Division euclidienne des polynomes

THEOREME 34. — Soient A un anneau commutatif unitaire intégre et D € A[X] un
polynéme dont Ie coefficient dominant est inversible (i.e. dom(D) € A*). Quel que soit
P € A[X], il existe un et un seul couple de polynémes (Q,R) tels que

degR < degD
P=0D+R

[TH 34]
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Nous dirons que Q est le quotient de la division euclidienne de P par D et R est le
reste et nous noterons

Q =QuoT(P,D) et R=REST(P,D).

Lorsque P = QD, c’est-a-dire REST(P, D) = 04, nous disons que D divise P et nous
notons D|P.

Démonstration. Montrons d’abord que si le couple (Q,R) existe alors il est unique.
Supposons que (Q1,R;) soit un autre couple satisfaisant les conditions demandées. Nous
avons

OD+R=0D+R, — (Q—01)D=(R—R,) —> deg((Q—01)D) = deg(R, —R).

Donc deg(Q — Q1) +deg(D) = deg(R — R;). Puisque degD > degR > deg(R—R)) la
seule possibilité est que deg(Q — Q1) = —oo d’olt Q = Q) qui entraine aussi R = R;.

L’existence du couple (Q, R) est immédiate dans le cas ot deg P < deg D car il suffit
alors de choisir Q = 0 et R = P. Nous supposerons que degP = degD +k, k > 0 et
montrons I’existence du couple (Q, R) par récurrence sur k.

Etape 1. Le cas k = 0.

1l suffit de prendre Q = dom(P)(dom(D))~! et R = P—dom(P)(dom(D))~'D. Dans
ce cas, nous avons bien P = QD + R et degR < deg D car les termes de plus haut degré
de P et de dom(P)(dom(D))~'D d’éliminent dans la définition de Q

Etape 2. Nous supposons que I’existence du couple (Q,R) a été établie pour k =
0,...,n et nous la montrons pour k =n+ 1.

Posant m = deg D, nous avons
P = dom(P)X"™ 1 L p, (6.3)

avec deg P < m+ n. Lhypothese de récurrence assure I’existence d’un couple (Q1,R))
tel que
P, =Q1D+R;, avecdeg(Q;)<deg(D). (6.4)

D’autre part, reprenant la méme idée que dans la premiere étape, nous pouvons écrire
dom(P)X™ ! = dom(P)dom(D) 'D+T, (6.5)

ot T = dom(P)X" ! —dom(P)(dom(D))~'D est un polyndme de degré au plus m — 1
car les termes de plus haut degré s’éliminent dans la différence. En reportant les relation

(6.4) et (6.5) dans (6.3) nous obtenons
P = (Q; +dom(P)dom(D) " )D+ (P, +T)

et comme chacun des polyndmes P; et T a un degré moindre que celui de D le relation
recherchée est établie. [ |

[6.5:: 11] [TH 34]
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Exemple 7. Pour tout a € A et tout P € A[X], le reste de la division de P par (X —a) est
donné par la valeur de la fonction polynomiale P en a.

En effet, la division euclidienne nous donne P = (X —a)Q + R avec degR < 1. 1l
suit que R € A et pour trouver R, nous appliquons la fonction F4 a la relation pour
obtenir Fy(P) = F4(X —a) - Fo(R). Puisque F4(R) est la fonction constante égale a R
et F4(X — a) est la fonction x — (x — a) en faisant x = a dans la relation, nous trouvons
R =F4(P)(a) ce qu’il fallait établir.

E. 98. Soit B un polynéme de degré b > 1 avec dom(B) € A*. Si P est un polynéme de degré p
avec p = gb+ r. Alors il existe une unique famille de polyndmes P; avec deg P; < b, telle que

PB'.
0

q
P =

6.6 L’anneau principal K[X]
THEOREME 35. — Si K est un corps alors I’anneau K[X] est principal.

Démonstration. Soit I un idéal de K[X]. Nous devons montrer que / est un idéal prin-
cipal soit, conformément a la définition donnée en|(4.2.1)| établir I’existence d’un poly-
ndme G tel que I = (G) ou encore

I={GP : PcK[X].

Nous éliminons rapidement le cas ol / est réduit au polyndme nul pour lequel il suffit
de prendre G = 0. Nous supposerons donc / contient un polyndme non nul, dans ce
cas I’ensemble {deg(P) : kP € I\ {04}} est un sous-ensemble non vide de N et il
admet par conséquent un plus petit élément. Nous appellerons d ce plus petit élément et
choisirons G € [ tel que deg(G) = d. Nous voulons établir que I = (G). Puisque G € [
nous avons immédiatement (G) C I (voir I’exercice et il reste seulement a établir
I’inclusion réciproque, I C (G). Prenons P € I et formons sa division euclidienne par G.
Nous avons P = DG + R avec degR < deg G. Puisque P et G sont des éléments de /, il
en est de méme de P — DG. Le polyndome R est donc un élément de 7 donc le degré est
moindre que celui de G. A cause de la propriété de minimalité du degré qui définit G la
seule possibilité est que R = 0. Par suite, P = DG et P € (G), ce qu’il fallait établir. ®

6.7 Racines des polynomes

Soit A un anneau commutatif unitaire integre et P € A[X|. Nous dirons qu’un élément
a € A est un zéro de P (ou bien une racine de P) si la fonction polynomial associée a
P s’annule en a, P(a) = 04. Par un abus d’écriture que nous avons déja signalé, nous
écrirons P(a) = 0 plutot que P(a) = 0y.

THEOREME 36. — Pour que a soit racine de P il faut et il suffit que le polynéme X —a
divise P, c’est-a-dire qu’il existe Q € A[X] tel que P = (X —a)Q.

[TH 36]
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Démonstration. Supposons que P(X) = (X —a)Q(X). Puisque I’application qui a un
polyndme associe sa fonction polynomiale est un morphisme d’anneau, nous avons la
fonction P(x) s’écrit comme (x — a) multiplié par une autre fonction polynomiale et elle
s’annule par conséquent pour x = a.

Supposons maintenant que a soit racine de P alors, compte tenu de I’exemple |/}
nous avons Q = (X —a)Q + P(a). Comme P(a) = 0, nous obtenons le fait que (X — a)
divise P. [ |

Le théoreme précédent suggere de définir la multiplicité d’une racine de la maniere
suivante. Nous dirons que a est une racine (un zéro) d’ordre k — ou de multiplicité k —
lorsque (X — a)* divise P (P = (X — a)*Q pour un certain Q € A[X]) mais (X —a)**!
ne divise pas P. En d’autres mots, a est un zéro d’ordre k si REST(P, (X —a)¥) = 0 mais
REST(P, (X —a)kt1) #£0.

Le théoréme suivant est fondamental. Nous en tirerons deux conséquences essen-
tielles immédiatement a pres sa démonstration.

THEOREME 37. — Soient A un anneau commutatif unitaire et P € A[X|. Si A est intégre
etsiay,ay,...,a, sont des zéros de P alors

P=X—-a)"X-a)*...(X—a)Q
ol k; est la multiplicité de a; (1 < i < r) et aucun des a; n’est racine de Q € A[X].

Remarquons que I’énoncé dit que aj,ay,...,a, sont des zéros de P et il ne dit pas
que ai,as, . ..,a, sont tous les zéros de P.

Démonstration. Elle s’effectue par récurrence sur r. Lorsque r = 1, le théoréme est vrai
par définition d’une racine multiple. Nous supposons que le théoreme est vrai pour r — 1,
r > 2, et le démontrons pour r. Par hypothese de récurrence, nous savons que

P=X—-a)b...(X—a_ )T

avec T'(a;) #0 pour i = 1,...,r — 1. Puisque P(a,) =0 mais a, #a; (1 <i<r—1)
nous avons nécessairement 7' (a,) = 0 de sorte que a, est un zéro de T (théoréme [36)) et
nous pouvons écrire écrire T = (X —a,)*Q ot Q(a,) # 0 et s désigne la multiplicité de
a, comme zéro de T'. Reportant cette relation dans 1’expression de P, il vient

P=X-a)"...(X—a_ "X -a)Q. (6.6)

Pour établir la formule cherchée pour r et donc achever la démonstartion du théoreme,
il nous reste a établir que s = k,. Puisque a, est un zéro de P d’ordre k,, nous pouvons
écrire par définition de la multiplicité P = (X — a,)*U avec U(a,) # 0. En reportant
cette relation dans (6.6 nous arrivons a

X —a)"U=X—-a)"...(X —a,_1)" (X —a,)°Q.

[6.7:: 11] [TH 37]
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Supposons maintenant que k, > s, nous avons
X —a,)* ((x — @)U — (X —a)M (X —apy ) Q) —0. (67

Puisque A est integre, d’aprés le Théoreme 31} A[X] est aussi integre et il est permis de
simplifier (voir[1.5)) par le terme non nul (X —a,)* dans pour obtenir

X—a)™U-X—-a)h...X—a_)"10=0.

En calculant la fonction polynomiale associée en t = a, nous arrivons a une contradic-
tion :

k ky— —
0+ (a—ay)™...(ar—a,—1)" "' Q(a,) = 0.
~ ~~ ~—~—
£0 £0
Nous montrerions de maniere similaire que 1’hypotheése k, < s conduit aussi a une
contradiction de sorte que k, = s. [ |

THEOREME 38. — Si A est un anneau (commutatif unitaire) intégre alors tout poly-
néme P € A[X] non nul admet au plus deg(P) racines en tenant compte de la multipli-
cité. Autrement dit si P admet m racines a; (i € {1,2,...,m}) chacune de multiplicité s;
alors nécessairement s + s, + - - + s, < deg(P).

Ce résultat n’est plus vrai en général si A n’est pas supposé integre. Par exemple si
A =7/8Z, le polyndme P =X 3 qui est de degré 3 admet 4 racines car P(0) = P(2) =
P(4) =P(6)=0.

THEOREME 39. — Si A est un anneau commutatif unitaire intégre de cardinal infini
alors I’application F4 qui a tout polyn6me fait correspondre sa fonction polynomiale
associée est injective.

Démonstration. Nous devons montrer que Fy : A[X] — .% (A) est injective et pour cela,
puisque ¢’est un morphisme d’anneau, il suffit de vérifier que kerF4 = {0}. Supposons
que F4(P) = 0. Cela signifie que P s’annule en tout point de A donc P a une infinité de
racines ce qui est impossible d’apres le théoreme précédent, a moins que P = 0. [ |

Nous sommes encore en présence d’un morphisme d’anneaux injectif et nous pou-
vons confondre I’anneau de départ A[X| avec son image dans .% (A) qui n’est autre que
I’ensemble des fonctions polynomiales.

Ce résultat nous ramene au point dont nous sommes partis. Nous nous sommes don-
ner un grand mal pour distinguer les polyndomes des fonctions polynomiales en passant
par une définition bien abstraite pour arriver a nouveau a la conclusion que nous pouvons
confondre polyndmes et fonctions polynomiales, elles sont en correspondance bijective
les unes avec les autres. Seulement, c’est vrai uniquement dans le cas ou ’anneau A
contient un nombre infini d’éléments. Cependant les polyndmes a coefficients dans le

[TH 39]
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corps Zp,, p premier, jouent un role important en algebre et justifient a eux seuls I’étude
des polyndmes dans le cadre général qui a été présenté dans cette partie. Un autre argu-
ment en défense de la définition formelle des anneaux de polyndmes est donnée dans la
partie suivante.

6.8 Le corps des fractions rationnelles

Soit K un corps (commutatif), I’anneau K[X] est commutatif intégre et unitaire et
nous pouvons former le corps des fractions Q(K[X]) tel que défini dans la section
Ce corps s’appelle le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K et il est noté
K(X) (les crochets [] sont remplacés par des parenthéses) et tout élément de K(X) se
représente sous la forme 5 ou P et Q sont deux éléments de K[X]. Naturellement a
chaque élément de K(X) nous pouvons associer une fonction rationnelle juste comme
nous faisions avec les polyndomes. Simplement, au contraire des fonctions polyndmes,
les fonctions rationnelles ne sont pas définies sur K tout entier mais seulement en tout
ou le dénominateur ne s’annule pas. Lorsque nous travaillons dans K(X) la question
de savoir ou le dénominateur s’annule n’a aucune importance et nous pouvons effec-
tuer tous les calculs sans jamais de soucier d’un ensemble de définition. Observons par
ailleurs que cette construction nous permet de mettre en évidence un corps infini de ca-
ractéristique ¢ > 1, a savoir le corps Z,(X). Ce cors est évidemment infini (il contient
1X", n € N) et il est bien de caractéristique g puisque son unité est la méme que celle de
Lyg.

E. 99. Si A est un anneau commutatif intégre unitaire, A[X| posséde les mémes propriétés et
nous pouvons considérer Q(A[X]). Pourquoi nous sommes nous limité ici a considérer le cas ol
A est un corps ? On pourra comparer Q(A[X]) et Q(Q(A)[X]).

6.9 Le théoreme fondamental de I’algebre

Il n’est pas possible de conclure cette partie sans traiter la traiter la question essen-
tielle des racines des polyndmes a coefficients complexes qui sont de loin les polyndmes
les plus utiles. Remarquons que dans ce cas le théoreme [39] assure que nous pouvons
confondre polyndme et fonctions polynomiales ce que nous ferons sans davantage d’ex-
plication. Le théoréme ci-dessous, s’il n’est peut-étre plus aujourd’hui le seul, reste un
des rares résultats clé des mathématiques que tout étudiant doit connaitre.

THEOREME 40. — Tout polynéme a coefficients dans C de degré positif (> 1) admet
au moins une racine dans C.

Il pourrait paraitre redondant de préciser que la racine est dans C. Ou pourrait-
elle se trouver, sinon dans C? En réalité, quel que soit le polynome P a coefficients
dans un anneau commutatif integre et unitaire A, les algébristes sont toujours capables
de construire de maniere abstraite un corps K contenant A dans lequel le polyndme
possédera une racine. Un tel théoréeme sera étudi€ plus loin et le lecteur qui reviendra

[6.9:: 1I] [TH 40]
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alors au théoreme 40| ci-dessus comprendra I’intérét de préciser que la racine en question
se trouve bien dans C.

Le théoreme 40| est souvent utilisé sous une des deux formes ci-dessous qui s’en
déduisent assez aisément.

THEOREME 41. — Si p € C[X] est de degré positif alors il existe r > 1 et des nombres
complexes oy, ..., o, et des entiers correspondants my,...,m, tels que
p(X) =dom(P)(X —ay)" (X —ap)"™--- (X —a,)"™. (6.8)

En particulier,
my+my+---+m, =deg(P).

Naturellement, r est le nombre de racines distinctes de p et m; est la multiplicité de
la racine ¢;.

Démonstration. La démonstration est par récurrence sur le degré du polyndme, étant
évidente dans le cas du degré 1. Supposons la propriété vraie pour les polyndomes de
degré n et supposons que deg(p) = n+ 1. Le théoreme 40| nous assure 1’existence de
o € C tel p(a) =0 ou, en vertu du théoreme (36, p(X) = (X — &¢)Q(X). Nécessaire-
ment deg(Q) = n et dom(Q) = dom(P). En appliquant, I’hypothese de récurrence au
polyndme Q, nous obtenons

p(X) = dom(P)(X — a)(X — o)™ (X — az)™ -+~ (X — a,)™.

Si a ne coincide avec aucun des ¢, 1’expression est définitive, sinon, si & = ;, nous
omettons le terme (X — ) et augmentons m; d’une unité. La vérification du fait que les
m; dans (6.8)) sont effectivement les multiplicité des racines ¢; est laissée en exercice.

|

Le cas des polyndmes a coefficients réels est tout particuliecrement important dans
la pratique. Il est essentiel de connaitre le type de factorisation que nous pouvons ob-
tenir dans le cas ou il n’est pas possible de faire intervenir des nombres complexes. La
réponse de séduit aisément du théoreme fondamental a 1’aide du raisonnement suivant.
Supposons que P(X) =Y 7" ja;.X ! soit un polyndme de degré n (de sorte que a, # 0) a
coefficients réels et que o soit une racine de P. Celle-ci peut-&tre un nombre réel ou bien
un nombre complexe de partie imaginaire non nulle de sorte @ ## &. Dans ce dernier cas,
en utilisant le fait (voir I’exemple [2)) que

w=7w, 7=z et z+w=ZI+w,

nous obtenons

[TH41]
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qui montre que P(o) = 0. Il suit que dés qu’un nombre complexe non réel est racine
de p, il est de méme de son conjugué. Une raisonnement similaire permet d’établir
que les deux racines conjuguées o et & ont la méme multiplicité. Cela signifie que
dans la factorisation (6.8), nous pouvons mettre d’une part les racines réelles (avec leur
multiplicité) et de I’autre regrouper les racines complexes deux par deux pour obtenir
des termes de la formes (X — a)"(X — &) = (X> = 2R ()X + |a|>)™. Ici le trindme
X% —2R(a)X + |a* a des coefficients réels et un discriminant négatif (puisque ses
racines ne sont pas réelles).
Le théoreme suivant résume les informations obtenues de maniere un peu pesante.

THEOREME 42. — Si p € R[X] est de degré positif alors il existe r > 1 et des nombres
réels ay, ..., 0, des trinébmes du second degré (X Z4raX+ b;) a discriminant négatif,
i=s+1,...,r etdes entiers correspondants my, . ..,m, tels que

p(X) = dom(P)(X — 0y)™ (X —az)™ -+ (X —ag)™
X2+ ag 1 X 4 bgy )" (X4 a, X 4+ b)) (6.9)

Nous avons encore,
my+my+---+mg+2mg g + -+ - 2m, = deg(P).

Lorsque toutes les racines de P sont réelles, nous avons s = r et aucun trindme
n’apparait dans la formule.

6.10 Démonstration du théoreme fondamental de I’algébre

Aucune démonstration du théoreme fondamental de 1’algebre n’est a la fois simple
et élémentaire. Il en existe beaucoup, Gauss lui-méme en avait recueilli ou inventé plu-
sieurs, et on trouve encore aujourd’hui de nombreux collectionneurs de démonstrations
du théoreme fondamental. Le résultat continue d’exercer une profonde fascination, spé-
cialement chez les jeunes mathématiciens ou ceux de leurs ainés qui privilégient I’as-
pect récréatif ou ludique des mathématiques. Toutes les démonstrations reposent sur
une propriété de nature topologique du plan complexe, plus ou moins apparente, qui
sera soulignée plus bas.

La démonstration que nous donnerons fait appel a des techniques d’analyse. Nous
utiliserons les notions de limite, de continuité (en particulier, le fait que les fonctions
polynomiales a coefficients complexes sont continues sur C) et le fait qu'une fonction
continue a valeurs réelles atteint ses bornes sur tout ensemble fermé borné (compact)
comme un disque fermé D(a,r) = {z € C : |z—a| < r}. Ces notions et ce résultat sont
en général enseignés en seconde année d’études universitaires.

LEMME 2. — Si f: C — C est continue en tout point de C et vérifie la condition
limy;| .. | f(2)| = oo alors f atteint sa borne inférieure sur C. Autrement dit, il existe

[6.10:: 1] [TH 42]
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b € C tel que
|[£(b)] = min|f(z)|
zeC

Démonstration. La condition lim|_,.,|f(z)| = e signifie que pour tout réel positif R, il
existe r > 0 tel que la condition |z| > r entraine | f(z)| > R. Appliquons cette condition
en prenant R = |f(0)]. II existe rop > 0 tel que |z| > rp = |f(z)| > |f(0)|. Ayant
choisi rg, nous considérons alors le disque fermé {z € C : |z| < rp}. C’est un ensemble
compact sur lequel la fonction continue a valeur réelle | f| atteint son minimum, disons
au point b, de sorte que |f(b)| = miny <, |f(z)|. Maintenant, par définition de ro, si
|2 > ro alors | f(z)[ > | f(0)| et, puisque 0 € D(0,ro), |f(0)| = miny <, [f(2)] = [f(D)]-
Il suit que |f(z)| > |f(b)| que le module de z soit ou non plus petit que rp, de sorte
| f(b)| = mingec | f(2)], ce qu’il fallait établir. [

LEMME 3. — Si p est un polynéme a coefficients complexes de degré positif alors
limy, e [p(2)] = 0.

Démonstration. Supposons que p(X) =Y ja;X “avec n > 1 et a, # 0. Nous pouvons
écrire

an—1 aj ap
p2)=2" (an+——+ 45+ |, z€C,
b4 z b4
Puisque lim| 2] oo 7 /=0, j=1,...,n,la fonction entre parentheses ci-dessus tend vers
ay lorsque |z| — eo. Par conséquent, pour z assez grand en module, disons pour |z| > u,
le module du terme entre parenthéses sera supérieur a |a,|/2 de sorte que

p(2)| > |an||2]"/2, |2 > u.

Puisque le terme minorant ci-dessus tend vers oo lorsque |z| — oo, il en est de méme du
terme majorant et c’est ce qu’il fallait établir. [ |

Nous pouvons passer a la démonstration du théoreme 40} La démonstration se fait
par I’absurde. Nous supposons que p est un polyndme de degré d > 1[7|qui n’admet pas
de racine dans C et nous recherchons une contradiction. Le second lemme nous assure
que lim|;|_,.., |p(z)| = o et nous pouvons par conséquent appliquer le premier lemme et
choisir zg € C tel que

Ip(z0)| = ggglp(Z)l-

Puisque p est supposé ne pas avoir de racine, nous avons |p(zg)| > 0. Pour des raisons de
simplification d’écriture, il est commode de travailler avec I’origine plutot qu’avec zp.
Le polyndéme P(z) = p(z—zo) est lui-aussi de degré d, il est sans racine et son minimum

*. Nous pourrions supposer immédiatement que d est au moins plus grand que 2 mais cela ne nous
servira pas.

[TH 42]
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est atteint en 0. Ce minimum sera noté y. Nous avons |P(z)| > |P(0)|=u >0,z € C.
Nous pouvons écrire

P(z) =ap+ayjz+---+agz®, zeC

en sachant que ag # 0 (car p(0) # 0) et ay # 0 (car P est de degré d). Pour ce qui est
des coefficients ay,...,a;_1. Nous ne pouvons rien dire. Nous noterons k le plus petit
entier positif dans {1,...,d} tel que a; # 0 de sorte que

P(z) = ao—l—akzk+ak+1zk+l +...a52%, zeC. (6.10)

Il n’est pas exclu a priori que cet entier k soit égal 4 d mais dans ce cas P(z) = ag + aqz?
et le polyndme admet certainement une racine contrairement a I’hypothese. En effet, si
—ap/ag = pe'® une racine est donnée par z = pl/ di0/d Nous pouvons donc supposer
que k est compris entre 1 et d — 1. Dans ce cas, nous avons

k+1 . d
lim |HeHE T ©6.11)
z—0 Z
Comme par ailleurs,
lim |az¥| = 0, (6.12)
z—0
nous pouvons choisir 7 > 0 tel que
k+1 d k
Q127 rag” | < agzt|,
=01 = "‘*kl @] < laZ’ (6.13)
|axz"| < .

Maintenant lorsque z parcourt le cercle de centre 1’origine et de rayon 1 alors ag + axz*
parcourt k fois le cercle de centre ag et de rayon |ax|n*.

En d’autre termes, si T désigne 1’ap-
plication T : z € C — ag + a7 alors

T(€(0.m)) = T(% (a0, |ax/n")).

% (0, |a|N*)

Puisque |ag| = [P(0)] = p et Jax|n* < .
I’origine est a I’extérieur du cercle image
€ (ao, |ax|n¥) etle segment [0, ag] rencontre
le cercle en un unique point que nous no-

terons wi[] Nous pouvons alors choisir - wy = [0,80] N % (a0, |ax|p¥)
71 € ¢(0,n) tel que T(z;) = w;. Mainte-
nant nous avons
+x. Comment démontreriez vous cette propriété ?
[6.10:: I1] [TH 42]
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P(z1)| = lao+ @k + a1+ agd | (voir (6.10))
<ao+arzk| + |ak+1z’1c ~.agzl|  (utilise I'inégalité triangulaire)
< |wi|+ lag 2+ adz1 | (par définition de wy)
< lao| — |laxn*| + |ak+1zlf +...a47}| (par construction de wy)
< ao| — |axn*| + axz¥| (par définition de n dans [6.13] en
tenant compte que |z1| = 1)
< lao| (puisque —|axn*| + |az}| = 0).

Mais la relation |P(z;) < |ap| est absurde puisque |ap| = 4 = min_c |P(z)|. La sup-
position que p (ou P) n’a pas de racine conduit donc a une contradiction et ceci acheve
la démonstration du théoreme. [ |

Nous avons dit que la raison profonde expliquant le théoreme est de nature topolo-
gique mais la topologie, a part peut-étre le fait que les fonctions continues atteignent
leurs bornes sur les ensembles compacts, n’est pas apparue de maniere évidente dans
la démonstration. Les propriété fondamentales sur lesquelles reposent la démonstra-
tion sont celle de la fonction exponentielle complexe et spécialement de la fonction
t € R — exp(it) € C. Nous avons utilisez deux fois (ot ?) le fait que cette application
définie une surjection de R sur le cercle unité. Cette propriété est enseignée tres tot mais
elle ne peut étre démontrée rigoureusement sans une étude précise de la série définissant
I’exponentielle.

§ 7. EXERCICES ET PROBLEMES COMPLEMENTAIRES

100. Un anneau non intégre peut-il admettre un sous-anneau integre ?

101. Soient a < b deux réels. On note C[a, b] I’ensemble des fonctions continues sur [a,b]. Ex-
pliquer (rapidement) pourquoi (C[a,b], +, -) est un anneau commutatif unitaire. Est-il intégre ?
Déterminer le groupe des éléments inversibles (Cla,b])*. Démontrer que Cla,b] et C[0, 1] sont
isomorphes.

102. Montrer les relations suivantes sur la division euclidienne dans 1’anneau K[X]. Les sym-
boles a,b,c,... désignent des polyndmes quelconques de K[X].

(i) REST(cH—bc ¢) =REST(a, c),
(ii) REST(ad, cd) = dREST(a, ¢)
(iii) REST(a+b, ¢) = REST(REST(a, ¢) +REST(b, ¢), c),
(iv) REST(ab, c) = REST(REST(a, ¢)-REST(b, ¢), ¢),
(v) QUOT(REST(a, cd), c) =REST(QUOT(a, ), d),
(vi) REST(a, c)+ c-REST(QUOT(a, ¢),d) =REST(a, cd).
103. Soit (A, +,-) un anneau. Le centre c¢(A) est défini par

cA)={xcA:YacAa-x=x-a}.

[TH 42]
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Montrer que c(A) est un sous-anneau de A. Quel est le centre de (Mz(R),+,-) ?
104. Soit p un nombre premier. Montrer que Q,, est un sous-anneau de (Q,+,-). On rappelle

que Q, = {% :meZ,ne N} . Déterminer (Q,)*.

105. On définit I’ensemble M, (Z) par la relation
M, (Z) = {M € M,(R) : tous les coefficients de M sont dans Z}.

Montrer que M, (Z) est un sous-anneau de (M,(R),+,-). Déterminer I’ensemble des élé-
ments inversibles (pour la multiplication) de M, (Z).

106. Soit A un sous-anneau de (R, +,-). On appelle <7 I’ensemble des matrices de M>(R) dont
tous les coefficients appartiennent a A.

(i) Montrer que < est un sous-anneau unitaire de (M, (R),+,-).

(i) Montrer que si M € <7 alors detM € A.

(iii) Montrer que M € o/* si et seulement si detM € A*.

(iv) Lorsque A = Z, </* contient-il une infinité d’éléments ?

107. On définit Z[i] =g {m+in:m,n € Z} C C.

A) Montrer que (Z[i],+,-) est un anneau commutatif unitaire (on montrera que Z[i] est un
sous-anneau de (C,+,-)).

B) On définit sur Z[i] I’application N par N(n + im) = n?> 4+ m*. Montrer que pour tous o
et B dans ZJi|, on a N(a-B) = N(a) - N(). Montrer que si o est inversible alors N(o) =1
en déduire (Z[i])*, le groupe des éléments inversibles de Z[i]. A quel groupe déja rencontré
((Z[i])*,-) est-il isomorphe ?

108. Les corps Q(v/2) et Q(v/5) sont-ils isomorphes ?

109. Résoudre le systéme suivant dans Z;

2x + 3y =
§x—|—§y:

| —|

110. Déterminer tous les idéaux de (Q,,+,-).

111. On considere le produit cartésien des anneaux Z,, et Z, ol m et n sont deux entiers pre-
miers entre eux.
A) Montrer que I’application f ci-dessous est bien définie :

Ly — —> Lo X Ly
cly(a) —  (cy(a),cly(a))

f:

ou on utilise la notation cl;(a) pour représenter la classe de a dans Z.

B) L’application f est-elle un isomorphisme d’anneau ?

C) Utiliser f pour établir que lorsque m et n sont premiers entre eux ona ¢ (mn) = ¢ (m)@(n).
On rappelle que ¢ est I’indicatrice d’Euler.

D) En déduire, en utilisant I’exercice précédent, une formule générale pour le calcul de
¢ (m), m entier positif quelconque.

[7.0:: O] [TH 42]
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112. Soient (A, +,-) un anneau commutatif unitaire et / un idéal de A. Montrer que si /NA* # 0
alors I = A.

113. Soient (A,+,-) et (B,+,-) deux anneaux commutatifs (unitaires) et ¢ : A — B un mor-
phisme d’anneaux. Est-il vrai que si / est un idéal de A alors ¢(I) est un idéal de B ? Est-il vrai
que si J est un idéal de B alors ¢ ~!(J) est un idéal de A ?

114. Soit (A,+,-) un anneau commutatif unitaire et / un idéal de A. Le radical de /, noté VI,
est I’ensemble des éléments a € A pour lesquels il existe m € N* tel que o™ € I.

A) Montrer que /T est un idéal de A. (On utilisera convenablement la formule du bindme
de Newton.)

B) On prend A = Z et I = 36Z. Déterminer /1. Plus généralement, comment peut-on dé-
terminer /mZ pour tout m € Z?

115. On travaille avec (R[X],+,-) et (C,+,-) et on considere I’application

RXx] — C
Fp PG

ou i désigne le nombre complexe habituel.

A) Montrer que f est un morphisme d’anneau. Déterminer 1’idéal ker f.

B) En déduire R[X]/(X%>+1) ~C.

C) Que peut-on dire de Q[X]/(X>+41)?

D) Pouvez-vous trouver un anneau quotient qui soit isomorphe au corps Q(v/d) ?
116. Soit P € R[X]. On considere I’idéal principal I = (P) engendré par P. Montrer que si P
s’écrit P = P, P, avec deg P, > 1 alors I’anneau R[X] /I n’est pas integre. A quelle(s) condition(s)
I’anneau quotient R[X]/I sera-t-il un corps ?
117. Soit p un nombre premier (> 2). On considere les anneaux Z[X] et Z,. On définit Iappli-
cation ¢ par

0 ZX] — Z dX ]
P — P

ouP= YioaiX isip= YiioaiX . (On rappelle que a désigne la classe de a € Z dans Z,.)

A) On prend p = 5. Soit f =5X04+ X7 +3x* + X3 +4X?> —3X —letg=X>+X+1.
Déterminer f et g. Montrer que g divise f. Est-il vrai que f est divisible par g ?

B) On revient au cas p premier quelconque. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneau. Dé-
terminer son noyau. En déduire un isomorphisme d’anneau. Pouvez-vous généraliser le résultat
(que dire si on remplace Z par A et pZ par un ideal / de A) ?

C) Soient f et g deux polyndmes de Z[X]. On suppose que dom(g) € Z* = {—1,1}. Déter-
miner Q(f,2g) (resp. R(f,2) ) le quotient (resp. le reste) de la division de f par g en fonction de
O(f,g) (resp. de R(f,g)).

118. On appelle A I’ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients dans Z /37,

a b
A—{(C d> .a,b,c,dEZ/SZ}.

On munit A des lois + et - définies par

[TH42]
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a b n a b _ [(a+d b+V

c d ¢ d) — \e+cd d+d

a b\ ad v\  (ad+b-d ab+b-d
c d d d)  \cd+d- c-b+d-d

Par exemple, on a

02y (T2, (TT1 3T\ 20\ (22
£)-6)-6) < BDED-GD
On remarquera que, formellement, ce sont exactement les mémes regles de calculs que pour les
matrices usuelles. Il faut cependant prendre garde que tous les coefficients sont des éléments de
(0,1,2).

On admet que (A, +, ) est un anneau unitaire. On a

00 10
=00 wu-(9)

Nota Bene. Nous ne définissons pas d’application déterminant sur A. L’emploi d’une telle appli-
cation dans [’exercice est interdit.
A) Propriétés élémentaires de 1I’anneau A.

[a—

(a) Montrer que A contient 81 éléments.
(b) Soit M = G }) . Vérifier que M =M. At-on M € A*?

(c) Montrer que A n’est pas integre.

B) On considere B le sous-ensemble de A formé des matrices de la forme (_ab Z) avec

a,b quelconques dans 7 /37Z.
(a) Montrer que B est un sous-anneau de (A, +,-).
(b) Donner la liste des éléments de B.

(c) Déterminer 1’ensemble des couples (a,b) € (Z/37)? tels que a® + b? soit non inversible.

(d) Soienta,b € Z/3Z. Calculer
a b\ (fa —b
—b a b a )’

(f) Existe-t-il n € N* tel que B soit isomorphe a Z/nZ. ?

(e) En déduire que B est un corps.

[7.0:: O] [TH 42]
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Notations et symboles

Les ensembles de nombres usuels sont désigné par N (entiers naturels), Z (entiers
relatifs), Q (nombres rationels), R (nombres réels), C (nombres complexes).

Ensembles

0
acA

ACB

AUB

ANB
A\B
AXB

card(A) ou |A|

Désigne I’ensemble vide.

Indique que a est un élément de I’ensemble A, on dit
souvent a appartient a A

A est inclus dans B, se dit lorsque tous les éléments
de A sont aussi éléments de B.

Laréunion de A et B, c’est-a-dire 1’ensemble des élé-
ments qui appartiennent a au moins un des deux en-
sembles A et B.

L’intersection de A et B, c¢’est-a-dire I’ensemble des
éléments qui appartiennent a la foisa A et a B.

Se lit A privé de B. Désigne I’ensemble des éléments
de A qui ne sont pas des éléments de B.

Le produit cartésien de A par B, c’est-a-dire 1’en-
semble des couples (a,b) aveca € Aetb € B.

le cardinal de A, c’est-a-dire le nombre d’éléments
de A (s’utilise pour un ensemble fini).

Arithmétique et combinatoire élémentaire

alb
a fb

n!

()

a divise b (b est un multiple de a)

a ne divise pas b (b n’est pas un multiple de a).
Factorielleden (1-2----- n)

Nombre de parties a m éléments dans un ensemble
qui en compte n. La notation plus communément
employée dans les textes de langue frangaise est C}

0.6.2 Ul
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pged(my,my,. .. ,my)

a=n |[n

Plus grand commun diviseur des entiers m;, i =
1,....s.

a est congru a b modulo n. cela signifie que n divise
a—b.

Matrices et algebre linéaire

M, (K)

MT
comat(M)

Groupes : généralités

an

0(G) (card(G), |G|)
H<G/H<G)

H<G/HAG
(X)
<a17a27"'7ad>

ker f
Hom(G,G)
End(G)
Aut(G)

Ru

Groupes remarquables

GL,(K)
Is(P)

[TH 42]

Matrices a n lignes et n colonnes a coefficients dans
K

Transposée de la matrices M : (MT);; = M.
Comatrice de la matrice M : (comatM);; est égal
a (—1)"/ multiplié par le déterminant obtenu en
omettant la i-eme ligne et la j-€éme colonne dans M.

axax---*xa (n fois) dans (G,*) si n > 0, le symé-
trique de a " si n < 0 et ’élément neutre sin =0
Ordre (cardinal) du groupe G

H est un sous-groupe de G / éventuellement égal a
G/

H est un sous-groupe distingué (ou normal ou inva-
riant) de G / éventuellement égal a G /

Sous-groupe engendré par le sous-ensemble non
vide X de G

(X) lorsque X = {aj,ay,...,a;} (Cette notation
prend un sens différent dans la théorie des idéaux)
Noyau du morphisme f

morphismes de G dans G’

Endomorphismes de G

Automorphismes de G

Relation d’équivalence sur (G,x) définie par son
sous-groupe H (xRpy < x 'xy € H)

Matrices inversibles de M, (K)
Isométries du plan euclidien orienté
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S(Q) Bijections de Q dans lui-méme

S, Bijections de {1,2,...,n} dans lui-méme

U Nombres complexes de module égal a 1 (Disque de
centre 1’origine et de rayon 1)

U, Racines n-ieéme de 1’unité

L Désigne le groupe quotient Z/nZ.

Autres ensembles remarquables

F(X,Y) Applications de X dans Y

F(X) Applications de X dans lui-méme

M, (K) Matrices a n lignes et n colonnes a coefficients dans
K

Anneaux et Corps

A*ouU(A) Eléments inversibles de I’anneau (A, +,-).

car(K) Caractéristique du corps K, ou bien car(K) = 0 ou
bien car(K) est un nombre premier plus grand ou
égal a deux.

AlX] (Za) Anneaux des polyndmes a coefficients dans A.

REST(P, D) Reste dans la division euclidienne de P par D, P =
OD +R.

QuaT(P, D) Quotient dans la division euclidienne de P par Q,
P=Q0D+R.

Q(A) Corps des fractions de 1’anneau intégre A.

K(X) Corps des fractions rationnelles a coefficients dans
K.

Divers symboles

v Abbréviation de quel que soit

= Abbréviation de il existe

3! Abbréviation il existe un et un seul

= utilisé pour indiquer est égal par définition, autre-
ment dit, le terme de droite sert a définir le terme de
gauche

== Abréviation pour indiquer que le terme de droite se
déduit du terme de gauche

[0.0:: II] [TH 42]
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12

Abréviation pour dire si et seulement si autrement
dit, le terme de gauche est vrai si et seulement si le
terme de droite I’est.

La notation X ~ Y indique qu’il existe un isomor-
phisme entre X et Y. En fonction de la nature des
ensembles (et du contexte) il peut s’agir d” un iso-
morphisme de groupes, d’anneaux (ou corps) voire
d’espace vectoriel

Utilisé autour d’une formule erronée ou dépourvue
de sens, insérée dans le texte pour signaler au lecteur
une erreur commune.

Employé devant une relation pour la nier : si R est
une relation, x—Ry signifie que R n’est pas en rela-
tion avec R.
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Index

s-produit, [5]

k-cycle, 6]

élément neutre,
élément symétrique,
épimorphisme, [T§]

absorbant (élément), [59|
anneau commutatif, [60]
anneau,

associative (loi), [3]
automorphisme intérieur, 23]
automorphisme,

bindme de Newton (dans un anneau), [59|

caractéristique,

centre (d’un groupe),

classe d’équivalence, [31]

classes (d’équivalence a gauche définie par un
sous-groupe), [32]

classification (des groupes cycliques),

coefficient dominant, 83

commutative (Ioi), [3]

compatible (relation compatible avec un loi),

conjugué (d’un élément d’un groupe), 36|

consistante (définition),

corps des fractions (d’un anneau intégre), [79|

corps quadratiques, [63]

corps, [63]

cycle, 46

cyclique (groupe), 27|

degré, [83|

distingué (groupe), 35]
distributive (lois),
diviseur de zéro,

endomorphisme, [1§]
extension,

facteur (d’un *-produit), 5]

fini(groupe),
fraction p-aire, [53|

groupe abélien, [§]

groupe alterné,

groupe commutatif, [§]
groupe cyclique,
groupe distingué, 21]
groupe symétrique, [L 1] [46]
groupe, [7]

homomorphismes, [T§]

idéal principal, [74]

idéal,

identité de Bézout, [16]
image-réciproque,

image (d’un groupe par un morphisme), [20]
indéterminée, [83]

indicatrice d’Euler,

indice (d’un sous-groupe), [34]

infini (groupe),

injective, [21]

integre (anneau), [60)

invariant (groupe), 35|

inversible (élément d’un anneau), [62]
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INDEX

inversion, 50|
isomorphisme, [I§]

I’addition (d’un anneau),
lemme de Gauss,

loi interne, [3]

longueur (d’un cycle), 46|

mondmes,

monoide, [13]

monogene (groupe),
monomorphisme, 18]

morphisme d’anneau,

morphisme (de groupe), [I§]
multiplication nulle(anneau a), @]
multiplication (d’un anneau),
multiplicative (fonction),

multiplicité (du zéro d’un polynéme), 87|

normal (groupe), [35]
notation additive,

notation multiplicative, [12]
noyau (d’un morphisme de groupe), 20|
nullring, [63]

opération, [3]

opposé,

ordre (d’un élément),

ordre (d’un groupe), [§]

ordre (du zéro d’un polynéme),

parenthésage, [6]

partie entiere (fonction),

partie génératrice (d’un groupe), 26|

partition,

permutation, 45]

polynome,

pré-image, [22]

principal (anneau),

produit direct (de groupes),[12] [17] 23]

produit semi-direct, [12]

produit (d’un anneau), 57|

produit, [5]

projection canonique (canonique sur un groupe
quotient), 39|

[TH 42]

Projection (d’un produit direct de groupes), 23]
propre (sous-groupe), [I5]
puissance (dans un groupe), 23] 28]

quotient (de deux groupes), [32]

réflexive( (relation), 30|
radical (d’un idéal),[96]
représentant (d’une classe), @]

semi-groupe, [[3|

signature, [50|

simplification des signes (dans un anneau), [59|

sous-anneau, [60]

sous-corps premier,

sous-corps, [64]

sous-groupe engendré, [24]

sous-groupe, [14]

structure algébrique, [3]

support (d’un cycle),

surjection canonique (canonique sur un groupe
quotient),[39]

symétrique( (relation),

table (d’un groupe fini), 9]

théoreme fondamental de 1’algebre, E], @]
transitive( (relation),[30]

transpositions, 46|

unité (d’un anneau), [60]
unitaire (anneau), [60]
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SOLUTION DES EXERCICES (I)

p-[6] Aucune des lois indiquées n’est associative.

p. 8| Soit y € R. Un antécédent de y € R par f est donné par x = g(y) puisque f(x) =
f(g(y)) =y. Celamontre que f est surjective. La propriété est en fait équivalente a la surjectivité
de f. Le lecteur dans le doute peut chercher une expression pour la fonction g lorsque f est
définie sur R par les relations

£ = {x =9

x—1 x>0

p. @ Le fait que e~! = e découle de la relation e x e = e. Notons [J le symétrique de g~!, ie
O= (g ')"!. Nousavons Jxg ! =e = (Oxg ')xg=e*xg = O*e=g = [J=g. Enfin,
des relation (gxg')* (g 'xg7 ) =e= (g '*xg ') x(g*g'), nous tirons (gxg') ' =g Txg7 L.
Les calculs intermédiaires, non spécifiés ici, reposent sur I’associativité de la loi .

p. [10] Le résultat implique que tous les éléments apparaissent une et une seule fois sur
chaque colonne de la table, et ils apparaissent aussi une et une seule fois sur chaque ligne.

p.[12] Les éléments de U, x U, sont (1,1) (le neutre), (1,—1), (—1,1), (—1,1). 'opération
est la multiplication coordonnée par coordonnée. Voici la table

s @y | -1 | (-1,1
(1,1) (1,1) (1,-1) | (—1,1
(17_1) (1’_1) (171) (_17_) ( )
(—1,1) (=1,1) | (=1,-1) (1,1) (1,—
(=1,—1) | (=1,=1) | (=1,1) | (1,=1) (1,1

p.|14| L’ensemble {—2,2} satisfait la seconde condition sans satisfaire la premiére. Pouvez-
vous décrire tous les sous-ensembles de Z vérifiant la seconde condition ?

p-|14| En effet si x et y sont dans H alors la condition (ii) assure que y~' € H et, en appliquant
la condition (i) avec x et y~!, tous deux éléments de H, nous obtenons x*y~! € H.

p.[14) En effet si H = {x € R : expx =0} alors x,y € H entraine x —y € H de sorte que la
condition (iii) du Théoreme [ est satisfaite. Ce qui empéche H d’étre un sous-groupe c’est bien
stir qu’il est vide.

p.|15| Non. Soit G est un sous-groupe de (R, +) non réduit a I’élément neutre. Prenons x # 0
dans g. Puisque G est un sous-groupe, il contient aussi ng, n € N. Puisque x est non nul, les nx
sont deux a deux distincts et G contient par conséquent une infinité d’éléments.

p. mZ+mZ+ - +mZ = pged(my, ..., my).

p.[16] Si mu+nv = pged(m,n) alors mu’ +nv' = pged(m,n) pour u’ = u—kn etVv' = v-+km,
k étant un entier quelconque.

p.[18| L’application qui & g € G fait correspondre O¢ est toujours un élément de Hom(G, G')
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108 Solutions des exercices pp. 34—42

p.[18 Soient x,y € G. Nous avons (go f)(x*y) = g(f(x*y)) = g(f(x)- f(y)) = g(f(x))
g(f(y) = (gof)(x)e(gof)(y)

p- 34 Non bien sir, sauf lorsque x; = e. Dans la démonstration du théoréme [24] nous ne
pouvons donc pas utiliser la technique du ker pour montrer I’injectivité de I’application ¢.
p.[34] Notons j = ¢%7/3 Nous avons

Diviseurs de 6 1 2 3 6
Sous-groupes de Us {1} {1,—1} {1,/,/*} Us

p- 4 étant un groupe abélien, {g€ : k=0,...,n— 1} en est un sous-groupe distingué.
Ce n’est pas un sous-groupe distingué de Is(P) car si u est vecteur non nul, I’isométrie 7,0 got_,
laisse fixe le point 7,(A) sans étre égale a ’identité. Puisque u est non nul, 7,(A) #Aett,0got_,
ne peut pas étre une rotation de centre A de sorte que t,0got_, & {g* : k=0,....,n—1}.

p. 37| Parce que les matrices de la forme A/d commutent avec n’importe quelle matrice.

p. 42| Considérer I’application x € R — exp(2inx/a) € U.
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SOLUTION DES EXERCICES (II)

p.[40] Nous pourrions par exemple dire : Soitn >2 et r € {1,...,r—1}. Pour que ¥ engendre
Zy il faut et il suffit que r et n soient premiers entre eux.

p. 60| Soit A une matrice non inversible de (M,,(K). Cela signifie que son noyau n’est réduit
a I’élément neutre et il existe donc un vecteur non nul ¢ dans le noyau de A. Appelons B la
matrice dont la premiere colonne est formée des coordonnées de c et toutes les autres colonnes
sont nulles. Nous avons A - B =0 et A est bien un diviseur de zéro.

p.|61] Soit B I’ensemble des éléments x de A qui s’écrivent

xX= Zixu “X2i Xk
icl
ou / est un ensemble fini et les x;; € X. Montrer que B est le sous-anneau recherché.
p.|61] En effet dans le terme de droite, + désigne une loi interne sur .% (A) et dans le terme
de gauche une loi interne sur A.

p.[68| Utiliser un anneau produit de la forme A = A; x A,. Voir [} 1.5.3)
p.[69] La relation

Y, ;(5) =a-b-5=a¥,(5) = (Wa0¥5)(5), 5€Z,

montre que P est un morphisme. Ensuite si W5 est le morphisme nul (constamment égal a 0)
alors en particulier W(1) = 0 donc @ = 0 et cela montre 1'injectivité.

p- Nous avons a” —a = a(a’~! — a). Si a est premier avec p alors, d’aprés le théoréme
[IT] p divise le second facteur ; sinon il divise le premier

p- Puisque I’ensemble de départ et d’arrivée sont finis et identiques, pour montrer que
v est bijective, il suffit de vérifier qu’elle est injective. Or y(x) = y(y) = a-x=a-y —
a-(x—y) = 0. Puisque Z,, est integre (c’est un corps), la relation a- (x —y) = 0 entraine @ = 0
ou x —y = 0. La premiére alternative est impossible puisque p ne divise pas a. Par conséquent
x =y est ¥ est injective. Puisque y(0) = O, y est aussi de bijection de (Z,)* dans lui-méme.
Cela montre que Maintenant, puisque Y est bijective, nous avons

Hx: Hﬁ-x,

xEZ; er;,

car les deux cotés sont donnés par le produit de tous les éléments non nuls de Z,. Nous en tirons

a’ . Hx: Hx.

* *
erp erp

Le théoréme de Fermat en découle car nous pouvons simplifier par le terme non nul erZ; X.
L’application y est-elle un morphisme d’anneau ? de groupe ?

p.[74) Soita € A eti € I. Nous avons cl(a) = cl(a+i) et cl(a) = el(a+04). La consistance
exige que (a® Rya(a+i) c’est-a-dire a®> —a(a+i) € I ce qui force ai € I.
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110 Solutions des exercices pp. 75-84

p. (74| Nous savons déja que [ est un sous-groupe de (A, +). Il suffit de vérifier que pour tout
i et i’ dans I, nous avons ii’ € 1. Cela est déja vrai méme sas supposer que i € 1.

p.[75] Si b € (a) alors b = ca avec ¢ € A. Comme a € I et ] est un idéal ca € I de sorte que
b € I ce qui montre que (a) C I. Le lecteur pourra vérifier qu’un sous-ensemble / de A est un
idéal si et seulement si

I — Ua€]<a>.

p- Puisque a € (b), il existe x dans A tel que a = xb. De la méme maniére, puisque
b€ (a),ilexiste y € A tel que b = ya. Il suit que a = xb =xya = (14 —xy)a = 04. puisque A
est integre et a # 04, nous avons xy = 14 donc x et y sont inversibles. En revenant a la relation
a = xb nous avons le résultat demandé.

p- (75| Rechercher cet exemple dans (M>(R),+,.) en considérant un ensemble 7 de la forme
{MA : M € M>(R)} qui satisfait une seule des deux conditions des lors que A n’est pas une
matrice de la forme AId. Voir le théoreme

p-/83) On peut prendre p(X) = 4X + 3 qui satisfait P>(X) = 1.

p. L’ensemble de toutes les fonctions .%(Z;) lui-méme contient seulement quatre élé-
ments et chacun peut-étre donné par une fonction polynomiale : Fz,(0), Fz,(1), Fz,(1X),
Fz,(1X 4 1). Les éléments de kerF, sont les polyndmes qui contiennent un nombre pair de
coefficients non nuls.
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